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flUF6ÄßEN  AUS  Di 
^ANALYTISCHEN  6E0nETRi 

DER     EBENE 
I 

B:  AUFLÖSUNGEN 


Von  dem  Verfasser  sind  ferner  erschienen: 

Im  Verlage  von  B.  G.  Teubner,  Leipzig: 
Aufgaben  aus  der  analytischeu  Geometrie  der  Ebene.   In  je  2  Teilen 

(Aufgaben  und  Auflösungen),     gr.  8. 

Hoft    I.    Die  gerade  Linie,  der  Punkt,  der  Kreis.    3.,  verm.  Auflage.     1904. 

—  II.    Die  Kegelschnitte.     Abteilung  I.  2.,  vom  Verfasser  selbst  noch  be- 

arbeitete Auflaffo.     1898. 

—  III.    Die  Kegelschnitte.    Abteilung  II.     1886. 

Im  Verlage  von  E.  S.  Mittler  &  Sohn,  Berlin: 
Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arittainietilc  und  Algebra.  I.  Heft. 
6.  Aufl.  ed.  F.  Hochh^im.     1900.  —  II.  Heft.     2.  Aufl.     1884. 

Bei  C.  Schmidt,  Halle  a.  S.: 
De  geuerc  quodam  curvarum  orthogonalium.    gr.  4.     1864. 

Im  Verlage  von  L.  Nebert,  Halle  a.  S.: 
Die  Differentialliurven  der  Kegelschnitte,    gr.  8.     1874. 
Pole  und  Polaren  der  parabolischen  Kurven  3.  Ordnung,   gr.  4.    1875. 
AI  Kafi  fil  Hisäb    (Genügendes  über  Arithmetik)   des  Abu  Belir  Mu- 
hammed   Ben   Albusein  Alkarkhi   nach  der  auf  der  Herzoglich- 
Gothaischen  Schloßbibliothek  befindlichen  Handschrift,     gr.  4.     In 
3  Heften.     1878—1880. 

AlsProgrammabhandlungen  derGuerickeschule  inMagdeburg: 

Otto  von  Guericke  als  Physiker,    gr.  4.    1870. 

Über  die  windschiefe  Flache  z  =  Ry^x.    gr.  4.    1873. 

In  Grunerts  Archiv  für  Mathematik  und  Phy.sik: 
Über  einige  Kurven  höheren  Grades. 
Ein  Problem  aus  der  Optik  (Problem  des  Alhazen). 
Über  eine  Brechungskurve. 
Über  den  fünften  merkwürdigen  Punkt. 
Über  die  windschiefe  Fläche  s  =  My'^x, 

"  v" 

Über  die  windschiefe  Fläche  s  =  .4    „. 

Über    die    gemischte    Polokonik    zweier    Geraden    bezüglicli    der 

Diflferentialkurve  der  Parabel. 
Über  die  Brennpunkte  der  Diflferentialkurve  der  Parabel. 

Über  die  reziproke   Polare   der  Differentialkurve   der  Parabel  in 

bezug  auf  einen  Kreis. 
Über  figurierte  Zahlen. 

In  Schlömilchs  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik: 
Über  die  geometrischen  Orter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 
Tangentialkurven  der  Kegelschnitte. 
Über  die  Polarflächen  der  windschiefen  Flächen  3.  Ordnung. 

In  den  Jahrbüchern  des  naturwissenschaftlichen  Vereins 
zu  Magdeburg: 
Die  geometrische  Reihe  2.  Ordnung  in  2  Teilen  (1886  u.  1887). 
In  der  Zeitschr.  der  Deutschen  Morgenländischen  Gesellschaft: 

Die  Astronomie  des  Mahmud  ibn  Mnhammed  ihn  "Omar  al  Gagmini 

von  G.  Rudlofif  u.  Ad.  Hochheim  (1893). 

Von  dem  Herausgeber  erschien  im  Verlage  von  B.  G.  Teubner,  Leipzig: 

Über  eine  Art  der  Erzeugung  der  Kurven  3.  Klasse  mit  einer  Doppel- 
tangente,    gr.  8.     1899. 
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ALLE  RECHTE, 
EINSCHLIESZLICH  DES  ÜBERSETZUNGSKECHTS,  VORBEHALTEN. 


1  —  3.  Einfache  Konstruktionen. 

4.  Die  gesuchten  Ordinaten  sind: 

a)  2/i  =  -  1 ;  2/2  =  -  23. 

b)  2/1=  11;     2/2=27,5. 

c)  t/i=21;     2/2=175. 

d)  2/i  =  +  2,  2/i'=-2;     2/2=  +  «y29>     y^  =  -  iY^. 
e)2/i=+ll,    2/i'  =  -ll;    2/2=+2i>/3T9,    2/2'=  -  2«y319. 

5.  Die  Koordinaten  der  Punkte  sind: 

a)   05  =  2,         y  =  —1.     b)  a;  =  —  9,    y  =  —  b. 
c)«i=4,        2/1=  3;  a;2  =  —  2,   2/2  =  9. 

d)a;i=-l,    2/1  =  -12;       x^  =  l,        2/2  =  12; 

a'3=-4,    2/3= -3;        a;4==4,        2/4=  3. 
6)»!=  5,        2/1  =2;  fl?2=2,        2/2=5; 

^3==-|(5+/23),    2/3= -1(5-/23); 

^4=-|(5-t/23),    2/4- -1(5+^23). 

6.  Die  Anzahl  der  Punkte  ist  gleich  jpg. 

7.  Die  Koordinaten  der  Punkte  auf  den  Achsen  sind  (±  a,  0), 
(0,  ±  a),  die  des  Koordinatenanfangspunktes  (0,  0). 

8.  Die  Koordinaten  der  Ecken  des  Quadrates  sind: 

«)(+f+l>  (-|'+0  (-v-|>  (+f-|> 

'')(+|y2.0).    (0,+|l/^>    (-|>^,0),    (0,-fl/2). 

9.  Sind  die  Koordinaten  des  einen  Punktes  {x^^  y^),  so  sind 
die  des  andern  ( —  x^ ,  —  y^). 

10.  Die  Koordinaten  der  Ecken  des  regulären  Sechsecks  sind 

(|y3,|),  (0, .),  (-lys,  1).  (-|t/f,-i). 

(0,-.),   (|t/3,  -I). 


Die  Entfernung  zweier  Punkte. 

11.  Die  Koordinaten  der  Ecken  des  regulären  Achtecks  sind: 
s        s\       /  s        s     \       /      s        s 


•    Matgg   j  y   2tg-^j  y     2tg-^j  \   2tg« 

8  S\  /         S  *       \         /S 

\'      1  ■^' 


2tgg  /      \  2tgg/-l  2tgg 


s 


b) 


2tg 
-1  0\    l  scos—1  scoa—\    /  0, 


2sin-g-         /      \  /      \        2sin 

—  s  cos  —5  s  cos  —  \»    / -1  0  V     /  —  s  cos  — »  —  s  cos  —  \i 

2  sin 

0, Y    /scos— »  — scos 

2  sin-^ 


12.  Es  ist  d  =  y{x,-x,y+iy^-y,y. 


Beispiele,     a)    10.      b)  13.      c)  2/229.     d)   10. 

13.  Man  findet 

d  =  y  (x^  —  x^y  +  («/2  —  2/i)^  +2(x^  —  Xj)  (2/2  —  2/1)  cos  ß. 
Beispiele,  a)  12,1243.  b)  17,57839.  c)  16,09348.  d)  10,44030. 

14.  d  =  l/r^^  +  r^^  —  'ir^r^  cos  (gjg  —  fpi)- 

Beispiele,     a)   34,077.    b)   24,236.    c)  25,181.   d)  15,063. 

15.  Man  findet  zwei  Punkte,  deren  Koordinaten 

(0,  y^  +  Vd'-x/),  (0, 2/1  -  yw^^^) 

sind.     Dieselben   sind  reell,   wenn  d^  >  %^,   sie   fallen   zusammen, 
wenn  d^=x^^  sie  sind  imaginär,  wenn  d^  <ix^  ist. 

16.  Die  Bedingung  ist  (i»!  —  7)^+ (2/1  +  2)^=  121,  oder 

x^^  -h  Vi^  -  14ä;i  +  4«/i  -  68  =  0. 

17.  26a;  +  8«/ +  93  =  0. 

18.  Man  erhält 


h=y  (^2  -  «=3)^ + (2/2  -  2'3)^  «2 = y  {^z— ^lY + {Vfi-  yi)^ 
h= y  ipx  -  «2)^ + i^i  -  y^y- 

Beispiele,     a)  s^  =  10  yiÖ,    s^  =  39,    Sg  ==  ■/445. 
b)  «1  =  /949,    S2  =  "/iSö,    Sg  =  y 866. 


y 

= 

oo. 

2/' 

12. 

y 

= 

31| 

Teilung  einer  Strecke  nach  einem  bestimmten  Verhältnis.  5 

19.  5i  =  -/il,    «2  =  yi85,    53  =  2 1/89,    «4  =  y41Ö, 

di=9>/2,    fZ2=/673. 

20.  Es  ergeben  sich  zwei  Punkte,  deren  Ordinaten  2  und 
—  8  sind. 

21.  Man  findet  einen  Punkt,  dessen  Koordinaten 

_         ^45  _  q27 

sind. 

99  war^  +  wa-a      ,^_._  ny,±my^ 

iiut    jj  —  j  '    y  —  I  ■ 

n±in         "^  n  +  m 

Es  existieren  also  im  allgemeinen  zwei  Teilpunkte,  von  denen  der 
eine    auf    der    Strecke    selbst,    der    andre    auf   der    Verlängerung 
derselben   liegt.     Ist  m  ==  w,   so   liegt  der  zweite  Teilpunkt  in  der 
Unendlichkeit. 
Beispiele. 

a)  a;  =  10,      y  =  7,5;    x'=  00, 

b)  ic  =-3-1       2/  =  0;        x'  =  —  16, 

\  7  „10.        f      ^  ^  1 

c)  a;=— JJ7  2/=  7jj5     a;'=16y, 

23.  Die  Koordinaten  der  Halbierungspunkte  der  Seiten  sind 
(5,  -  2),  (2|,  -  6|),  (I'  D'  die  des  Schwerpunktes  (2|,  -  2|)- 
Die  Längen  der  Schwerpunktstransversalen  sind 

2>/5,    y/530,    1-/53Ö. 

24.  Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  sind  \ji  ö-g-j-  Die 
Entfernung  desselben  von  der  zweiten  Ecke  beträgt  y t/257  vom 
Koordinatenanfangspunkte  -3-1/293. 

25.  Der    zweite    Endpunkt    besitzt    die    Koordinaten    x^  =  6, 

2/2  =  23. 

26.  Die  gesuchten  Punkte  besitzen  die  Koordinaten  (4,  8) 
und  (8,  0). 

27.  Der  vierte  Eckpunkt  des  Parallelogramms  hat  die  Ko- 
ordinaten (13,  —  1). 

28.  Die  Koordinaten  des  dritten  Eckpunktes  sind  (8,  9),  die 
des.  vierten  (7,  5). 

29.  Die  Koordinaten  des  Teilpunktes  sind  (7^,  —  31-^)- 

30.  Sind  (a?!,  t/i),  (a^2»%)i  (.Hl  Vi)  ^iö  Koordinaten  der  Ecken 
des  Dreiecks  imd  wird  die  Verbindungslinie  der  beiden  ersten 
Punkte  im  Verhältnis  m  zn  n  geteilt,  so  sind  die  Koordinaten  des 
gesuchten  Teilpunktes 


6  Transformation  der  Koordinaten. 

(n  +  m){q+p) 
^  9.{nyi  +  my^) -\-p{n  +  m)y^ 
^  (w  +  m)(2+2)) 

31.  Man    setzt    in    diesem    Falle    a;  = »'+ 5,    y  =  ^ -\- 4^ 
und  erhält  so  y=  5aj'+  15. 

32.  a;'2+y2=25. 

33.  Es  seien  (siehe  Fig.  1)  Z,  Y  die  ursprünglichen,  X^,  Y^ 

die  neuen  Achsen.  Wir  bezeich- 
nen OA  mit  rc,  PA  mit  y,  OC 
mit  x^^  PC  mit  i/i,  dann  ergeben 
sich  unmittelbar  nach  der  Fig.l 
folgende  Relationen: 

x  =  OB— FC =x^^cosa—y^sina^ 

y  =  BC-\-FP=x^s,m  a+t/icosa. 

Also  nimmt  die  gegebene  Rela- 
tion,   sobald    sie    auf   das  neue 
Achsensystem  bezogen  wird,  die  Gestalt  an 

r»! sin u  -f  «/^cos  a  =  /"(aj^cos a  —  y-^^in a). 

Beispiele. 

8')  2/i^+  i^i^2/i  +  Saa^i^sina  +  2aa;i2/iCosa  =  0. 


^  B 


Fig.  1. 


34. 
35. 
36. 


Der  Drehungswinkel  ist  =  580l6'57". 

Es  ist  tga  =  |>  demnach  <^a  =  54"27' 44,3". 

37.  Bezeichnet  man  die  ur- 
sprünglichen Koordinaten  des 
Punktes  (P)  OA  und  PA  mit 
X  und  2/5  femer  die  Koordi- 
naten desselben  Punktes  in 
_^  bezug  auf  das  neue  System 
OF  mit  «1,  PjP  mit  t/n  so 
ergeben    sich    leicht  mit  Hjlfe 


rig.  2. 


von  Fig.  2  die  Transformationsformeln 


X  =■ 


2  sin  — 


y  = 


+ 


Vi 


2  cos  —        2  sin  -^  2  cos 

8  8 

Beispiel,     x^^ -\- y^^  ■}- 3xiyj^=  0. 


2  sin 


Transformation  der  Koordinaten. 
38.    Die  Transformationsgleicliungen  sind 

rc  =  a;i-2/iCot600,     2/  =  --^ 
Beispiel.     7Xi^  +  bx^  — tj^^  ^  0. 

39.    Man  findet  mit  Hufe 
von  Fig.  3 

x  =  OB  =  OA-\-FD, 

y  =  PB-=PD-{-FÄ 

und  daraus   nach  mehrfaclier 
Anwendung    des    Sinussatzes 

^  Xi  Bin  (a  —  y)        y^  sin  {a  —  {ß-\-  y))  ^ 
~         sin«  sin« 

a;isiny       y^sin(^  +  y) 


y 


sin «      ■  sin  tt 

40.  6  +  aJiSin«  +  y^co^u  =  f(a  +  aJiCOSa  —  2/iSina). 
Vgl.  die  Lösungen  der  Aufgaben  31  und  33. 
Beispiel.  y^^x^  —3  =  0. 


41.  Durch  Verschiebung  des  ur- 
sprünglichen Koordinatensystems 
erhält  man  zunächst 


Da 


femer      ^i  =  ^  sin  (&  +  a) 


und    cCi=  Q cos  (&  +  a)    ist,    so 
ergibt  sich 


r 


o 


rig.'i. 


9  sin('9'  4-  a)  +  &'=  9»  (?  Qos  (■O-  +  «)  +  «)• 

Beispiele,     l)    (»  = öt* 

4  sin^ — 
2 

^    ^     ^   C08  2** 

3)  ^2  =  fe2ßog2^. 
4:)    Q  =  2r(l  —  cos  (^  +  30^)). 
42.    Die  Transformationsgleichungen  sind  folgende: 

y 


Q  =  Yx^  +  2/',     sin'9'  = 


y^M^ 


Die  gerade  Linie. 

CO  V 

cos  '&■  =     ,  >     tff'9'=— 5 

&  =  arc  tg  —  • 
Beispiele.     1)    Yx'  +  y^=  k-  arc  tg  — • 

_3 

2)  (a;2+2/0^  =  2Ä;a;2/. 

3)  (a;2+2/2)2_^(-»2_^2^_Q^ 

4)  2/  =  « •  arc  tg  |- 

5)  x^ -{- y^  —  5Jcxy  =  0. 


Die  gerade  Linie. 

43.  a)  A  ist  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Geraden 
zur  X-Achse,  &  das  Stück,  welches  die  Gerade  auf  der  Y-Achse 
abschneidet.  —  j3)  i?  ist  die  Strecke,  welche  von  der  Geraden  auf 
der  X-Achse,  q  die  Strecke,  welche  von  derselben  auf  der  Y-Achse 
abgeschnitten  wird  (auch  bei  schiefwinkligen  Koordinaten).  —  y)  p  ist 
die  Länge  des  vom  Koordinatenanfangspunkte  auf  die  Gerade  gefällten 
Lotes,  gj  der  Winkel,  den  dieses  Lot  mit  der  X-Achse  einschließt.  — 
tf)  (a,  &)  sind  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  Geraden, 
9  der  Winkel,  unter  dem  die  Gerade  zur  X-Achse  geneigt  ist. 

44.  Beispiele,  l)  Die  Gerade  läuft  der  Y-Achse  parallel 
und  schneidet  auf  dem  positiven  Teile  der  X-Achse  eine  Strecke 
gleich  a  ab.  —  2)  Die  Gerade  fällt  mit  der  Y-Achse  zusammen.  — 
3)  Die  Gerade  läuft  der  Y-Achse  parallel  und  schneidet  auf  dem 
negativen  Teile  der  X-Achse  ein  Stück  gleich  &  ab.  —  4)  Die 
Gerade  läuft  der  X-Achse  parallel  und  schneidet  auf  dem  posi- 
tiven Teile  der  Y-Achse  eine  Strecke  gleich  2  ab.  —  5)  Die  Gerade 
läuft  der  X-Achse  parallel  und  schneidet  auf  dem  negativen  Teile 
der  Y-Achse  die  Strecke  7  ab.  —  6)  Die  Gerade  geht  durch  den 
Koordinatenanfangspunkt  und  sfchließt  mit  der  X-Achse  einen 
Winkel  von  45"  ein.  —  7)  Die  Gerade  geht  durch  den  Koordinaten- 
anfangspunkt und  schließt  mit  der  X-Achse  einen  Winkel  von 
135 "  ein.  —  8)  Die  Tangente  des  Neigungswiakels  der  Geraden 
zur  X-Achse  ist  =  -j;  die  Gerade  geht  durch  die  beiden  Punkte 
(0,  0)  und  (4,  5).  —  9)  Die  Gerade  ist  die  Verbindungslinie  der 
Punkte   (0,  0)    und    (—  3,  7).   —    10)  Die    Gerade    schneidet    auf 


Die  Gleichung  der  geraden  Linie.  9 

dem  positiven  Teile  der  Y-Achse  die  Strecke  a  ab  iind  ist  gegen 
die  X-Achse  unter  45°  geneigt.  —  11)  Die  Gerade  schneidet  auf 
dem  positiven  Teile  der  Y-Achse  eine  Strecke  gleich  7  ab  und 
schließt  mit  der  X-Achse  einen  Winkel  ein,  dessen  Tangente 
gleich  -^  ist.  —  12)  Die  Gerade  geht  durch  den  Punkt  (0,  —  9) 
und  ist  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (0,  0)  und  (3, 1)  parallel.  — 
13)  Die  Gerade  geht  durch  den  Punkt  (0,  3)  und  schließt  mit 
der  X-Achse  einen  Winkel  von  135°  ein.  —  14)  Die  Gerade  geht 
durch  den  Punkt  (0,  —  11)  und  ist  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
(0,  0)  und  (4,  — 1)  parallel.  —  15)  Die  Gerade  schneidet  auf 
dem  positiven  Teile  der  X-Achse  die  Strecke  6,  auf  dem  negativen 
Teile  der  Y-Achse  die  Strecke  7  ab.  —  16)  Verbindungslinie  der 
Punkte  (—  3,  0)  und  (0,  5).  —  17)  Verbindungslinie  der  Punkte 
(—11,  0)  und  (0,  —  3).  —  18)  Das  Lot  vom  Koordinaten- 
anfangspunkte auf  die  Gerade  gefällt  ist  =  5  omd  schließt  mit 
der  X-Achse  einen  Winkel  von  45°  ein.  —  19)  Die  Gerade  geht 
durch  den  Punkt  (3,  5)  und  ist  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
(0,  0)  und  (3,  2)  parallel.  —  20)  Die  Gerade  geht  durch  den 
Punkt  (12,  —  6)  und  ist  gegen  die  X-Achse  unter  dem  Winkel 
a  =  150°  15'  19"  geneigt  —  21)  Die  Gerade  hat  von  dem 
Koordinatenanfangspunkte  den  Abstand  1  und  schneidet  auf  dem 
positiven  Teile  der  Abszissenachse  die  Strecke   g-  ab.  —   22)  Die 

IT 

Gerade  schneidet  auf  dem  negativen  Teile  der  Y-Achse  die  Strecke  -^ 
ab  und  schHeßt  mit  der  X-Achse  den  Winkel  a  =  77°  28'  16"  ein. 

45.  tg  a  =  -  ^. 


Beispiele,     a)  tg  a  =  |,  ^  a  =  59°  2' 10". 


7 


b)tga  =  -^,     <^  a  =  147°  31'  44". 

46.  Die   Längen    der   Abschnitte   auf  den   Koordinatenachsen 
sind  -^  und  --^• 

Beispiele,    a)  7,-14;    b)  —  8,  —  |- 

47.  Wir  setzen  Ti^Lx  -\-  My  -\- N)  =  x  cos  cp  ■\-  y  sm  q)  —p  =  0. 
Daraus  folgt:  TcL  =  cos  cp,    JiM=smcp,    kN= — p.     Der  Wert 

von  k  ist  sonach  =  - —  _ ♦    Das  Vorzeichen  der  Quadrat- 

±  y  i«  +  M« 

Wurzel    ist    so    zu    wählen,     daß    die     alleinstehende    Konstante 
negativ  wird. 


10  Die  gerade  Linie. 

Beispiele,    a)  —  jx  —  jy  —  ~  =  0 
oder  a;cos233<'7'49"  +  2/sin233<'7'49"— -  =  0. 

oder  X  cos  22°  37'  11"  +  «/  sin  22<^  37'  11"  —  2  =  0. 

c)  -  -^x  +  ~y ^  =  0 

^        1/17  yi7^       1/17 

oder  X  cos  165®  57'  50"  +  ?/  sin  165°  57'  50"—  1,21268  =  0. 

yiö       1/10^     -j/io 

oder  a;  cos  198°  26'  6"+  y  sin  198°  26'  6"  —  2,5298  =  0. 

^      1/50       i/öö"^     yso 

oder  X  cos  278°  7'  48"  +  2/  sin  278°  7'  48"—  16,8291  =  0. 

0      y«  +  y2/-T  =  0 
oder  ajcos   36° 52' 12"+ «/sin    36° 52' 12"— 2,4  ==  0. 

oder  a;  cos  126°  52' 12"+ 2/ sin  126°  52' 12"—  1,6  =  0. 

1i)ä;  — -|  =  0  oder  iccos  0°+ «/ sin  0°— -|  =  0. 

i)«/  — 1  =  0  oder  iBcos90°+2/sin90°— |-  =  0. 

k)     -^-1  =  0 
oder  £ccosl80°+2/sinl80°— ^  =  0. 

1)    -y-i  =  o 

oder  aj  cos270°+2/sin270°  — -|  =  0. 

48.  Die    Geraden    laufen    parallel.      Der   Abstand   zwischen 
denselben  beträgt  2p. 

49.  Die  Gleichung  der  Geraden  ist 
oder 

y  =  y^~y^x  +  yi^huMi^, 

Beispiele,    a)  2/ =  2a;  —  3;    ^  =  |--j/5. 

b)  8,72/  +  23a;  -  58,7  =  0;  i?  =  2,3871. 

c)  IO2/  — 15a;  — 21  =  0;        ^=1,1649. 
d)2/  =  7a;+9;  JP  =  ä]/2. 


Bestimmung  der  Gleichung  einer  geraden  Linie  aus  gegebenen  Stücken.    1 1 


50. 
51. 


7         2 


a)  2/  +  3a; 4-4  =  0,  5«/  — 3a;  — 34  =  0,  2y—Sx—l=0, 

b)  92/ +  13a!  -  131,2  =  0,         71«/ +  31;»  -  104,8  =  0, 
972/  — 3a;  — 197,6  =  0. 

52.  72/  +  lla!— 47  =  0,  ISy-f  38a;— 99  =  0,  y-l&x-\-5  =  0. 

53.  Die  Gleicliungen  der  Seiten  sind 

y  =  5x,     6«/ +  5a;  —  35  =  0,    y  =  3x  —  21,y=  —  -;^x-^ 

die  der  Diagonalen 

y  =  0,     32/  +  14a;  —  29  =  0. 

54.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  ist 


2/ -^3  = 


oder 


nxi  +  wajg  —  x^{m-\-  n) 


(x  —  aJg) 


ny^j-my^-y^im  +  n)^      njx^y^- x^y^) -\- m{x^y^- x^y^) 
^       nXi-\-mx^  —  x^{m-\-n)     "■"  nx^-\-mx^  —  x^{m-\-n) 

Beispiel.    792/  —  39a;  +  200  =  0. 

55.  Die  Gleichungen  der  Verbindungslinien  sind 

92/  +   6a;  —  85  =  0,     21y  —  90a;  +  301  =  0, 
272/+24a;  +  43  =  0,       32/ —  12a;  —  5  =  0. 

56.  Die    Gleichung    der    Geraden,    welche    durch   die    beiden 
Punkte  (a;i,  2/1)  und  (a^g,  y^  geht,  ist 

Soll  der  dritte  Punkt  auf  dieser  Geraden  liegen,   so   müssen    auch 
die  Koordinaten  (3:3,  ^3)  der  Gleichung  genügen,  d.h.  es  muß 

Viipi  —  ^%)  +  Viipi  -  ^1)  +  ysK  —  Ä^a)  =  0 
oder 

57.  a)2/  =  5a;— 7.     b)  2/ =  3a;  +  5. 

58.  y—yi  =  ig<p{x  -  x^). 
Beispiele,    a)     y  —  x^'E  —  1  +  ^Y^  =  0. 

b)  y  —  x  —  l^  =  0. 

c)  32/  +  a;l/3 +  12— 13)/3  =  0. 

d)  2/  —  a;  +  2  =  0. 

e)  2/y3 +  a;+ 5/3 -1  =  0. 


Vx  y%  Vz  1 

a;i 

x^ 

a^s 

1 

1 

1 

=  0  sein. 
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59.  y='y^x+2,6-Y3. 

60.  2/ =  2,355853-0!  ±0,34. 

61.  —y + . ^ =  1 

8(2  ±y2)     10(2  ip  1/2) 


y  ,  ^  ^  _ 

Beispiele,     lly  —  6x -^  20  =  0;    31«/ —  6a;  —  20  =  0. 


64.  Bezeiclmen  wir  Yx^^ -\- y^^  —  p^  mit   d,   so  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  gesuchten  Geraden 

Es  ergeben  sich  zwei  reelle  Gerade,  wenn  x^^  -\-  y^  >  j;^,  eine, 
wenn  »i^  +  y^  =  p^  ist. 

Beispiele,     a)  43« +y2376?/ =  455 

"^*^  34a;  +  ^3069  2/  =  455. 

b)     32/  —  4a;  =  25. 

65.  a;>/3 +  2/±  6  =  0. 

66.  2x  +  3y-  4/13  =  0 
°*^®^  303  +  2«/  —  4yi3  =  0. 

Beispiele.         ^)  u  +  ^  =  ^• 

^     8         32 
68.    1)  ^  =  ^/iSingo  +  ^1  cosy  —  p; 

"^  Vl^  +  m^ 

Der  Abstand  ist  positiv  zu  nehmen,  wenn  der  Punkt  und  der 
Koordinatenanfangspunkt  auf  derselben  Seite  der  Geraden,  negativ, 
wenn  beide  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  liegen. 
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Beispiele.  Die  absoluten  Längen  der  Lote  ohne  Rücksicht 
auf  das  Vorzeichen  sind: 

a)  1,58114.     b)  6,5297.     c)  1,6.     d)  9,2196.     e)  0. 

69.  Bezeichnen  wir  die  Höhe  des  Dreiecks,  welche  durch 
(a?!,  Pi)  geht,  mit  Ä^,  das  Lot  vom  Koordinatenanfangspunkte  auf 
die  durch  (x^,  y^)  und  (rCg,  y^)  gehende  Seite  mit  h[  usf.,  so  er- 
halten wir 

7u  =  — 1   7?o  = 


Je 


h  = 


wo  Je  =  x^(y^  —  2/3)  +  x^{ys  —  y^  +  x^iVi—y^  ist;  femer 

■Li ^8 y^    ^8 y« -1.1 '^s Vi    ^1  y^ 

'       y{x,-x,Y^{y,-y,Y       '       y(x,-x,r  +  {y,-y,y 


liL  = 


^£iJi-^s2/i 


y(x,-x,y+{y,-y,)' 
Beispiele. 

a)  Jii  =  9,839,  ^2  =  8,683,  Ji^  =  20,105; 
hl  =  6,7083,  h'^  =  0,70165,  h'^  =  4,7722. 

b)  Äi  =  0,81436,  Ä3  =  0,848,  A3  =  1,12575; 
h[  =  10,18,  7i'^  =  6,466,  Ji'^  =  4,7845. 

70.  Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  sind 

^4  "^  ^»    2/4  ^^  ^ ! 
die  Längen  der  Lote 

^t/29,  ^yiY,  1/5. 

71.  Die  Abstände  der  beiden  Geraden  vom  Koordinaten- 
anfangspunkte sind  ^yS2  und  g2}/82.  Da  der  Koordinaten- 
anfangspunkt zwischen  beiden  Geraden  liegt,   so  ist  der  gesuchte 

Abstand  beider  Geraden  =  —r: — 
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72.  Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden 
mit  y  =  Mx  -\-  n,  so  sind  die  Werte  der  Unbekannten  M  und  n 

bestimmt  durch  die  Gleichungen  «,  =  Mx^  +  n  und  d  =       .       *  - — 

Im   allgemeinen   ergeben   sich   demnach   für  jede   der  Unbekannten 
zwei  Werte;  es  werden  also  zwei  Gerade  der  Anforderung  genügen. 

Beispiele.    &)  Sy —  7x —  14.  =  0,    7y  +  8x  —  97  =  0. 

b)  Sy  —  7x-l5  =  0,    7y  +  3x  —  93=  0. 
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73.  ii(a;,  +  x,)  +  M^{y,  +  y,)  +  2N,  =  0. 

74.  Man    erhält    zwei    Gerade,    welche    der   Anforderung   ge- 
nügen.    Die  Gleichung  der  ersten  ist 

ys  -  y«  ^   I   Vii^s-  a^i)  -  ^1  (Vs  -  Vi). 
Xg      x^  Xg      ajj 

die  beiden   Punkte   (x^,   y^),    (x^,   y^)   liegen   auf  derselben   Seite 

dieser  Geraden.     Die  Gleichung  der  zweiten  ist 

^      x^-^Xs-2Xi      "•"  x^-\-x^-2x^  ' 

die  beiden  Punkte  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  derselben. 

Beispiele.    &)  6y  —    a:  —  59  =  0,    2«/ —  13aj  +  69  =  0. 
b)  71/  +  8a;  -  19  =  0,    3y  +  16a;  +17  =  0. 

jYsiLx^+My.^N) 

75.  «9  = ,  — 

76.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  sind 

Bestehen  zwischen  den  Konstanten  die  Eelationen 

so  wird  X  =  y  =  -^'     Die  beiden  Geraden  fallen   dann  zusammen. 
Man   erhält  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  einen  Geraden  aus 
der  der  andern  durch  Multiplikation  mit  einem  konstanten  Faktor. 
Ist    nun  L^M^  —  J^a-^i  "^  ^»    ^^    li^^    der    Schnittpunkt    in   der 
Unendlichkeit,  d.  h.  die  beiden  Geraden  sind  parallel. 
Beispiele, 
a)  a;  =  5,      «/  =  7.        b)  a;  =  —  ^>         V  ==  ^k' 
c)  33  =  127'  y  =  5^-     d)  a;  =  -  14^,  2/ =  -  3^. 

77.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  sind 

(Vi  -  2/s)  i^i  -  ^i)  -  («4  -  ^s)  (2/2  -  Vi) 
„.       (Vi  ^2  -Vi^i)  (Vi  -  Vs)  -  iVs a?4  -  Vi ^s)  (Vi  -  Vi) 


(2/4- 

•  2/s)   i^i  -  ^l)  -  (^4  -  aJs)   (^2 

-2/0 

Beispiel,     x  =  ■ 

1                            o  2 

78.  Beispiele. 

a)  a;i  =  15|, 

2/i=-22|;a;2  =  -9|, 

2/2  =  2t; 

a^8  =  7, 

2/3=9. 

^>)^i  =  lS' 

yi  =  -^h     «'2  =  41^» 

2/2=-10j^; 

a;3  =  12|, 

'2/3=6|. 
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79.  a)  Die    Gleichungen    der    Schwerpunktstransversalen    sind 

x  —  4=0,   3t/ +  19a;  — 78=0,   3?/ —  4a;  +  14  =0; 

b)  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  a;'  =  4,   y'  =  y'^ 

c)  die  Abstände   des   Schwerpunktes  von  den   Seiten  des 
Dreiecks 

d,=  P>/29,    ^,=  äy82,    (?3=^yT97. 

80.  Die  Höhen  sind 
D  ,  D  ,  D 


sin  (93  -  qpg) 


/?,  =  - 


Ä3  = 


sin(qpj-(pj 


sin(qpi  -  qpg) 

cos  <pi     cos  9)2     cos  9)3 
wo  D  =     sin  gjj     sin  9)3     sin  9)3     ist. 

i^i  ^2  i's 

81.  Die  Längen  der  Seiten  sind 

Si  =  2  VlÖ,    52  =  2  yii,    53  =  4  yT3 ; 
die  Längen  der  Höhen 

82.  Man  findet  die  Bedingungsgleichung  dadurch,  daß  man 
aus  zwei  der  gegebenen  Gleichungen  x  und  y  berechnet  und  die 
gefundenen  Werte   in  die  dritte  Gleichung  einsetzt.     Dieselbe  ist 

oder  Li  L^  ig 

M^M^M^    =0. 

N,  N,  N, 

a)  ^i(&2  -h)  +  A  (&3  -  \)  +  Ä^{\  -  h^)  =  0. 

83.  Die  Gleichungen  der  MitteDinien  sind 

vi  x%  +    a^s)  —   ^Vz  =  0, 
y{  x^—2x^)—   Ä;y3  +  a^g^a  =  0, 
y(2x3—  x^)  —2xy^  +  x^y^  =  0. 
Da  die  Determinante  der  Konstanten 

3^2  +  ^3     H-2x^     2a;3  — arg 

0  3:2^3  x^y^ 

gleich  Null  ist,  so  gehen  die  drei  Geraden  durch  einen  Punkt. 
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84.    a)  Ä^  =  A^.      b) 


P1P2         ^        s      A  A 
=  0.      c) 

85.  Die  Koordinaten  der  Punkte  auf  der  Geraden 

3a;  —  4t/ 4- 13  =  0 
sind  i»!  =  7y»    2/1  =  8y;     ajg  =  2|->    2/3=  5|-; 
dagegen  die  der  Punkte  auf  der  Geraden 

11ä;  +  72^  —  104  =  0: 

^|  =  5±f„/l7Ö,     y^=7+^,yT7Ö. 

86.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind 


=  0. 


«^1=3^5,       2/1 


a!a=  — 


14' 


11 

y%  — 14' 


2/2  =  4^; 
2/4 


-2-- 

^U' 


"3  14 

die  Gleichungen  der  Diagonalen 

23t/ +  o;  -  18  =  0,     7?/ +  49a;  -  82  =  0; 

die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  derselben 

^  4  5 

«'s  =  ly    %  =  y 

87.  Die  Längen  der  Seiten  sind 

Sj  =  l/73,     «2  =2/5,     S3=5}/2,     S4  =  }/73; 
die  der  Diagonalen  (Z^  =]/l49,    t^g^^y^. 

88.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind 

a;i=l,  2/i  =  5;    a;2  =  7,  y^  =  ^\   «3  =  4,  2/3  =  — 9;   3^4  =  0,  2/4  =  0; 
a?R  =  — lOi»        2/5  =  — 52|;        3^6  = -4^»  2/6  =  9^ 


84' 


die  Gleichungen  der  Diagonalen 

32/  +  14a;— 29  =  0,  2/ =  0,  622/ —  600a;  —  3045  =  0. 

Die  Halbierungspunkte    der  Diagonalen   liegen   auf  einer  Geraden, 
deren  Gleichung  2/  —  2a;4-7  =  0  ist. 

89.    Bezeichnen  wir    das    gesuchte    Teilungsverhältnis    mit  — 
und  die  Koordinaten  des  Teilungspunktes  mit  a;,  y,  so  ist 


X  = 


nXi-\-mx^ 


y  = 


wt/i  +  my. 


n-\-m     '     ^  n-\-m 

wenn    der    Schnittpunkt    zwischen    den    gegebenen    Punkten    liegt, 
dagegen 
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nx.  —  mx,               ny.  —  niy, 
x  =  — 1 ?,      y  = -^ ^, 

n  —  m  '^  n  —  m 

wenn  sich  derselbe  auf  der  Verlängerung  der  Verbindungslinie 
befindet.  Da,  x,  y  zugleich  der  Gleichung  der  gegebenen  Geraden 
genügen  müssen,  so  ergibt  sich  im  ersten  Falle 

n--  Lx,+  My,+  N'    ^^  ^^^iten    n-  L^^^My,  +  N' 

90.  Da  die  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  Punkte  der 
Gleichung 

entspricht,  so  findet  man  leicht  (vgl.  Lös.  89) 

m  ^  _  yi  (x^  -  oos)  +  Vi  (^3  -  ^i)  +  Vs  (^1  -  ^«) . 
n  t/i  (iCg -  x^)  +  y,  (x^ -Xi)  +  yi  (ar,  -  x^) ' 

Beispiel.     —  =  TZ' 

r  ^19 

91.  Bei  Einsetzung  der  entsprechenden  Koordinaten  in  die 
Schlußformel  der  vorhergehenden  Lösung  findet  man  die  Richtig- 
keit der  Behauptung. 

92.  Nach  der  Lösung  der  Aufg.  89  findet  man 

ÄC^  _  _  Lx,-\-My^-\-N         BÄ^  ^  _  LXi-\- My^-\-N 
G,B~       Lx,  +  My,-\-N'       A,G  ~        Lx,  +  My,+  N' 

B^A~       Lx^  +  My^  +  N' 

Durch  Multiplikation  ergibt  sich 

AC.BÄ^CB^  _  _ 
G^B-A^CB^Ä~       ^' 

93.  AA^ '  BB^ '  CC^  •  BB^  =  A^B  B^C-  C^D-B^A. 

94.  Nach  dreimaliger  Anwendung  der  Lösung  von  Aufg.  90 
und  Multiplikation  der  gewonnenen  Resultate  findet  man 

AC^'BA^CB^  =  BC^.CA^.AB^. 

95.  Die  Abschnitte  der  einen  geschnittenen  Seite  verhalten 
sich  wie  die  der  andern. 


96.   Es  ist 

2  /  =  yi(Ä'2  —  «3)  +  2/2  (^3  -  ^1)  +  Vz  (^1  -  ^i)  = 

Hochheim,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie.  I.  B.   S.  Aufl.  2 


2/1^2  2^3 
^1  ^2  "^3 
111 
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Die  geometrische  Bedeutung  der  in  der  Lösung  von  Aufg.  56 
gefundenen  Formel  ist  sonach:  Drei  Punkte  liegen  in  einer  ge- 
raden Linie,  wenn  der  Inhalt  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks 
gleich  Null  ist. 

Beispiele,    a)  26  0.    b)  97,5  D.    c)  96,5  D. 

97.  Jr  =  «-'/3. 

98.  Berechnet  man  aus  den  Gleichungen  der  Seiten  die 
Koordinaten  der  Ecken  und  setzt  dieselben  in  die  Inhaltsformel 
(s.  Lös.  96)  ein,  so  erhält  man 

{L,M,-L,M,){L,M,-L,M,){L,M,-L,M,) 

Drei  gerade  Linien  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  wenn  der 
Inhalt  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks  gleich  Null  ist. 

Beispiele,    a)  36  D.    b)  32,2  D. 

99.  ^=10,5  0. 

100.  J==  1877,625  D. 

101.  J"  =  |(33— y3)a  =  72,95848..  D. 

102.  J^i :  J-2  =  7  :  12. 

103.  Die  Koordinaten  der  Halbierungspunkte  der  Seiten  sind 
x[  =  2,  y[  =  -  3f,    a;^  =  -  1,  ^/^  =  _  21;    4=-  3^, 

demnach  der  Inhalt  des  eingeschriebenen  Dreiecks  gleich  ^rgD. 

104.  Die  Teildreiecke  sind  inhaltsgleich,  da  der  Inhalt  eines 
jeden  gleich  dem  sechsten  Teil  des  Inhaltes  des  ursprünglichen 
Dreiecks  ist. 

105.  Die  Koordinaten  der  Teilpunkte  sind 

K  =  6,  2/{  =  6.;    0!^  =  -  i-,  2/^  =  l|;    x[  =1,  yl  =  9|; 
demnach  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich  21,6  D. 

106.  Sind  («1,  2/i),  {x^i  ^2)1  (^3?  Vi)  ^^^  Koordinaten  der 
Ecken  des  gegebenen  Dreiecks,   so  ist  der  Inhalt  des  Sechsecks 

\[yx{^2  -  Xz)  +  2/2(^3  -  ^x)  +  ViiPi  -.^2)]' 
Beispiel.    J  =  28-^-0. 
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107.  Der  Inhalt  des  Parallelogramms  ist  gleich 

Beispiel.    J"=56D. 

108.  Die  beiden  durch  den  Koordinatenanfangspiinkt  gehenden 

Geraden  bilden   mit  jeder  der  beiden  Parallelen  ein  Dreieck.     Die 

Differenz    der   Inhalte    der   Dreiecke   ist    gleich    dem    Inhalte    des 

Trapezes 

i(M,-M,)(n,'-n,*) 

Beispiel.    J  =  59^0, 

109.  Ziehen  wir  zwischen  dem  ersten  iind  dritten  Eckpunkte 
die  Diagonale,  so  ist  der  Inhalt  des  Vierecks  gleich  der  Summe 
der  Inhalte  der  Dreiecke,  in  welche  dasselbe  durch  die  Diagonale 
zerlegt  wird. 

=  y{yi(^2  —  ^d  +  2^2 («'s  —  ^1)  +  2/3 K  -  ^2)  +  yii'^i  —  ^3)} 

yi-ys  Vi- Vi 


jO<  ^q        fJOa  30 1 


Beispiele.    a)59D.     b)  51,5  0. 

110.  Die  Koordinaten  der  Halbieningspunkte  der  Seiten  sind 
2^1=4,5,   2/1  =  4;    x^=8,   y^^l;    x^^  4t,   2/3= -2,5; 

demnach  der  Inhalt  des  eingeschriebenen  Vierecks  gleich  24,25  D. 

111.  Die  Seiten  der  eingeschriebenen  Figur  entsprechen  den 
Gleichungen 

7?/  +  6a;  —  19  =  0,     81/  —  7a;  +  48  =  0,     7y  +  6x  —  6,5  =  0, 

81/  —  7a;  — 0,5=  0; 

sie  sind  demnach  paarweise  parallel.    Für  die  Inhalte  der  Figuren 

gilt  die  Relation 

J,:J,  =  2:1. 

112.  Der  Inhalt  des  Fünfecks  ist 

X.  X,  X,  X.    \ 

=  68D. 


x^x^ 

4- 

x^x^ 

+ 

^Z^4, 

+ 

x^x^ 

4- 

x^x^ 

ViVt 

y^Vz 

2/3^4 

y^y^ 

y^yx 
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113.  Die  von  dem  Viereck  abgesclmittenen  Dreiecke  betragen 
zusammen  y  des  Inhaltes  des  Vierecks,  demnach 

Vi  -  2/3  2/2  -  2/4 


7  -^ 
Beispiel.     37j|D. 


OO-t  """  3/Q   U/o  ^^  i3?^ 
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114.  Zieht  man  von  der  Ecke  (iCj,  y^)  die  (w  —  3)  Diagonalen, 
so  ist  der  Inhalt  des  w-Ecks  gleich  der  Summe  der  Inhalte  der 
(n  —  2)  Teildreiecke.     Es  ergibt  sich  demnach 

«^«=  T  {Vii^i  -  «^3)  +  2/2(^^3  -  a^i)  +  2/3 («'1  -  «2) 
+  2/1  (»3  -  «4)  +  ^3  («^4  -  aJi)  +  2^4 (i^i  -  ^3) 

+  t/i{Xn-i  —  Xn)  +  yn-l{Xn—  Xj)  +  2/w(ä'i  —  a;„_i  )} 

oder 

=  Y  {2/1(^2  —  ^n)  +  2/2(^3-  «'l)  +  2/3(«'4—  3^2)  +--  +  2/n(a^l  "  ^n-i)}' 

115.  Die  gesuchte  Gleichung  ist 

L^x  +  M^y+N^  +  ^(iaa;  +  ilf22/  4-iV2)  =0, 

in  der  die  Konstante  7c  jeden  beliebigen  Wert  besitzen  kann.  Setzt 
man  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden  gegebenen 
Geraden  ein,  so  wird  die  Gleichung  zu  einer  identischen. 

116.  Man  erhält  L^x  +  M^y -\- N^=  0  für  h  =  0,  dagegen 
ig  ^  +  -3^22/  +  -2^2  =  0   für  fc  =  00. 

117.  Da  die  Gerside  L^x  +  M^y -\- N^  +  lc(L^x  +  M^y-\-N2)=0 
durch  den  Punkt  (x^,  y^)  hindurchgehen  soll,  so  ist  der  Wert  von 

fc  =  —  Y"^  A.  M      JL  N  '•>    demnach    ist    die    gesuchte    Gleichung 

{L^x  +  M^y  +  N^)  {L,x,  +  M,y,  +  JfJ 
-{L,x+M,y+N,)  (L,x,-]-M,y^-l-N,)  =  0. 
Beispiele,     a)  44ä;  +  ?/ =  0.     b)  5»  +  ^  — 16  =  0. 
c)  653a;  +  853?/+  53  =  0. 

118.  472a;  —  29y  +  174  =  0. 

119.  Der  Wert  von  Je  ist  in  diesem  Falle  bestimmt  durch 
die  Gleichung 

tg600=,/3=l=:f. 

Die  gesuchte  Gleichung  ist  sonach 

y  =  x-\/3  +  3  —  1/3. 
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120.  Die  Größe  h  wird  gefunden  mit  Hilfe  der  Gleichung 
(ii4-65ifc)«         _25_ 


(2  +  7Ä;)*+(6Ä;-3)5 


17  2 

Da  diese  Gleichung  zwei  Wurzeln  ^i  =  ~  iö'  ^2  ~  15  l>esitzt,  so 
ergeben  sich  zwei  Gerade,  welche  der  Anforderung  genügen.  Die 
Gleichungen  derselben  sind 

4x4-32/ =  25,    —3a; +42/ =25. 

121.  Der  Wert  von  fc  ist  bestimmt  durch  die  Relation 

m  ^  _  (X^  +  'kL^)x^  +  (itfi  4-  hM;)y^  +  iV;  +  TcN^ 

122.  Man  findet  zwei  Werte  von  ä;;  also  existieren  zwei 
Gerade,  welche  der  Aufgabe  entsprechen.  Die  Gleichungen  der- 
selben sind 

7a;  +  82/  —  56  =  0,    63a;  +  2OO2/  —  840  =  0. 

123.  82/  —  7a;  +  9  =  0. 

Die  gesuchte  Gerade  muß  sowohl  der  Gleichung 

52/  -  2a;  -  11  +  \{y  +  4a;  —  33)  =  0 
als  auch 

^2(102/ +  a;  +  21)  +  ^3(82/ —  5a;  +  1)  =  0 

entsprechen.  Da  diese  Gleichungen  identisch  sind,  so  ergeben  sich 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  \^  Äg,  ^3  die  Relationen 

Ä;,  +  5  =  10fc2+3fc3,  4Ä;i  — 2=Ä;2— 5^3,  —  SSÄ-j  — ll  =  21Ä;2  +  *3• 
124.  Setzt  man  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden 
ersten  Geraden  in  die  Gleichung 

so  werden  die  beiden  ersten  Teile  derselben  verschwinden,  also 
wird  auch  der  dritte  Teil  durch  Einsetzung  derselben  gleich  Null. 

125.  Die  Gleichungen  der  Mittellinien  sind 

y{x^  +    «3)  —«'2/3=0, 

y{x^  —  2x^)—   xy^  +  x^y^  =  0, 

y{x^  —  2a;3)  +  2a;2/3  —  ^iVz  =  0. 
Da    die    Summation    dieser    drei    Gleichungen    zu    der    identischen 
Gleichung  0  =  0  führt,  so  müssen  die  Geraden  durch  einen  Punkt 
gehen. 

126.  i)tg^  =  ^Ar^.  •       . 

^)     ^ö?»—    1  4.(^^  +  ^)008  0)  +  ^!^, 
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Beispiele.    a)tg9)=      ^,  ^  (p  =    10°18'17,4". 

b)tgg,==-|,  «^9,  =  110»39'32". 

c)  tgg,==      f,  ^g,=    85«  1' 48,9". 
d)^9,  =  15«. 

e)  tg?'  =  ^'    <^  9)  =11°  11' 48,7". 

127.  tga)=-^^:f^^. 

Beis{)iel.    tgg3  =  |>     ^  g?  =  43"  37' 10,7". 

128.  tg  9  =  —  g,     demnach  ^  9)  =  162°  24'  27". 

129.  Man  findet  tgcc.=   f'f\b^r    iisf- 

Beispiele,    a)  <^  «i  =    40"  48' 54,3",   <^  «g  =  107"  39' 0,5", 
<^«3=   31"  32' 5,2". 
b)  ^«1  =  151"  51' 30",       ^a,=    10"25'33", 

<^a3==   17"42'57". 

130.  Es  ist 

t„„  ^  (a?»  +  a-8-  2a^i)(j/8  +  yi-  2y»)  -(a'a  +  a^i-  2a;,)(y,+78-  2yJ 

usf. 
Beispiel.     <^  a^  =  157"32' 15,3",    <^  ag  =  36" 2' 51,  l", 
<^«3  =  166"24'53,6". 

131.  ^ip,=    45",  <^  9,2  =  45",     ^<p,=  90". 

132.  «^a  =    54"14'46",        <^  ß  =96"0'32", 
^y  =100"18'17,5",     -^ö  =  109"  26' 24,5". 

133.  ^(p  =81"47'15". 

134.  Die  Gleichungen  der  Diagonalen  sind 

2/ =  5,     22/  — 3a;  — 10  =  0,     22/ -  3a;  -  1  =  0, 
demnach  die  gesuchten  Winkel 

^9)1=  56"  18' 36",     <^9'2=0",     ^9^3  =  123"  41' 24". 
y«-yg       »^y8  +  wy3-yi(w4-m) 

135.  ttrqj—    ^«~^»       ^a!,  +  ma;g-a;^(w  +  OT) 

^_[  ya-y»  .nyi-\-my^-y^(n-\-m)' 
X2  —  X3    nx^-\-mx^  —  Xj^{n-{-m) 

Beispiel.    -^  9?  =  81"  28' 9". 


136. 


Parallele  Gerade. 
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=  0. 


137.    Die  Gleichung  der  Geraden  ist 


y-yi  =  - 


^(^-^i)- 


M^  -  ii  tg  ( 
Beispiele,    a)     62/  +  a?  —  33  =  0. 

b)  232^  +  (110  +  73-|/3)  a;  +  82  + 146  ]/3  =  0. 

138.  a;(4  +  51}/3) -2/(205 +  68y3)- 339^ -119>/3  =  0. 

139.  Die  Gleichung  der  Seite,  welche  dem  Winkel  a  gegen- 
überliegt, ist  2«/  —  a;  +  15  =  0,  die  Gleichung  der  Seite,  welche 
P  gegenüberliegt,  7«/— 9a;  —  8  =  0. 


140.    a) 


=  0,     c)  A^  =  A^. 


141.  3?/  +  2a;  — 31  =  0. 

142.  y-y^^f^(x-X,). 

Beispiel,     y  =  6x  —  27. 

143.  Die  beiden  Parallelen  entsprechen  der  Gleichung 

4a;+  52/  +  11+  3/41  =  0. 

144.  ,  _  L,M,-M^L, 

145.  a)  311/  -  313  =  0,         b)  62a;  +  Z\y  —  1115  =  0. 

146.  Die  Parallele  bildet  mit  der  ersten  Geraden  den  Winkel 
aj  =  7  "  7 '  30",  mit  der  zweiten  Geraden  den  Winkel  «g  ==  29  °  44'  41". 

147.  Ist  p  der  Abstand  der  beiden  Parallelen  imd  a  der 
Winkel,  unter  welchem  die  Gerade  von  jeder  der  Parallelen 
geschnitten  wird,  endlich  (p  der  Neigungswinkel  der  Geraden  zur 
X-Achse,  so  ergeben  sich  die  Relationen 

P  .  .  tgqp  — Jlfi 

d  '      ^  1  +  ilfitgqp' 

denmach  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden 


Für  d>p  erhält  man   zwei  Gerade,   für  d=i?  nur  eine  einzige 
Gerade.     Ist  d<ip^  so  läßt  sich  die  Aufgabe  nicht  lösen. 
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Beispiel,      w  4-  7  =  — ~ — ^-=  (x  +  2). 
28±l2}/ll  ^ 

148.  a)  iiig  +  -Ml -3^2  =  0,      b)  1  +  ^  A  =  0, 
c)  P1P2  +  3102  =  0. 

149.  X(2/  -  2/1)  -  iJf  («  -  Ä^i)  =  0. 
Beispiele,    a)     4«/  +  ic  +    49  =  0. 

b)  232/— 7fl;— 193  =  0. 

150.  2/- |ä;;     «^9j  =  560  18' 35". 

151.  5y  +  7x—in  =  0. 

152    «  _  ^^i  +  ^^y»  =  _  ^2-^1  L  _  ^^i  +  ^^A 

Beispiel.    I2I2/ —  88ä;  —  371  =  0. 

153.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  sind 

_Myi-\-Xi—Mn  _  M^  y^  ■\- M  x^  ■\- n 

«'2—  i-\.M^         '      ^2—  i  +  ilfä  ' 

der  Abschnitt  auf  der  X-Achse  ist  p  =  x^-\-  My^,  der  auf  der  Y-Achse 

x,i-My^ 
^  M 

Beispiel.     Die    Gleichung     des    Lotes     ist    Ay -\- 7x  =  71; 

ferner  ist  x^^  6^^^    2/2  =  ^ §5     P  =  ^^T'     2  =  17|- 

154.  Die  Konstante   ist   in    diesem  Falle   durch  die  Eelation 
1]    ,   =  —  —    bestimmt;    die    gesuchte    Gleichung    ist    demnach 

56a;  +  49«/  -  583  =  0.. 

2  -1-  5k         4 

155.  Es    ist  ,  =  — »    also     die    Gleichung     des    Lotes 

92a;  +  69«/  +  102  =  0. 

156.  Die  Gleichung  des  Lotes  ist 

13a;—  392/ +  19  =  0. 

Dasselbe  schließt  mit  der  ersten  Geraden  den  Winkel  931=  49 '^  23'  57", 
mit  der  zweiten  den  Winkel  <P2^  45  ^  ein. 

157.  llgD. 

158.  2/  — 2a:  +  7  =  0,    9«/+ 2a;  — 42  =  0,    7y-]-6x  — 56  =  0. 

159.  Bezeichnet  man  mit  (a;i,  2/1),  (^252/2)'  ('''312/3)  ^^^ 
Koordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Höhen 
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y{y%  —  Vi)  +  ^(^2  —  %)  —  2/3(2/2  —  2/1)  -  ^si^i  —  ^i)  =  0, 
2/(2/3  -  2/2)  +  «^(^3  -  «=2)  -  2/1  (2/3  -  2/2)  —  a'i(a'3  -  a^a)  =  0, 
2/(2/1  -  2/3)  +  a;(a;i  -  a^g)  -  ?/2(yi  -  tj^)  -  X2{xi  —  x^)  =  0. 
Beispiel. 
3y  — o;  — 26  =  0,     32/  +  5a;  +  8  =  0,     3y  +  2a;  —  9  =  0. 

160.  Summiert  man  die  in  der  Lösung  der  vorhergehenden 
Aufgabe  gewonnenen  Gleichungen,  so  ist  auch  die  Summe  der 
linken  Seiten  gleich  Null.  Die  drei  Höhen  müssen  demnach  durch 
einen   Punkt  gehen.    Vgl.  die  Lösung  der  Aufg.  124. 

a;'=_5|-,     2/'=6f 

161.  x  =  &. 

162.  Sind  die  Koordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  (a?i,  «/i), 
(^2»  2/2)1  (%)  2/3)?  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Lote  in  den 
Halbierungspunkten  der  Seiten  in  folgender  Form  darstellen: 

2/(2/2  -  2/1)  +  x{x^-  Ä^i)  -  I  (2/2'  -  Vi)  -  Y  (^2^  -  ^i)  =  0, 
2/(2/3  -  2/2)  +  '»(«^a  -  «^2)  -  T  (2/3^  -  2/2')  -  Y  W  -  «^2^)  =  0, 
2/(2/1  -  2/3)  +  a;(a;i  -  a^g)  -  y  («/i»  _  ^/g^)  _  i.  (^,^2  _  ^^2)  =  0. 

Beispiel.    9^  — 2a;  — 12  =  0,     4^/ —  10«  —  63  =  0, 
-40i/+18a;  +  111  =  0. 

163.  Den  Beweis  führt  man  leicht  durch  Summation  der 
Gleichungen,  welche  in  der  Lösung  der  vorhergehenden  Aufgabe 
aufgestellt  sind. 

164.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  Lote  sind 
a?!  =  —  4,  yx=  — 10;  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  jeder 
Ecke  des  Dreiecks  beträgt  "j/Sö. 

165.  Der  gesuchte  Winkel  q)  ist  das  Supplement  von  dem 
Winkel,  welchen  die  beiden  gegebenen  Geraden  miteinander  ein- 
schließen, also  -TT.*-      T    -»*■ 

166.  Die  Fußpunkte  der  Lote  liegen  in  der  Geraden 

55«/  +  7a;  —  63  =  0. 

167.  1.  Sind  a;,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Hal- 
bierungslinie desjenigen  Winkels,  in  welchem  der  Koordinaten- 
anfangspunkt liegt,  so  müssen  dieselben  der  Gleichimg 
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X  cos  oTi  +  2/  sin  «^  —  ^^  =  a;  cos  «2  +  2/  sin  «2  —  2^2 
genügen   (vgl.  Lös.  68).     Da   diese  Eelation   für  jeden   Punkt  der 
Halbierungslinie  Geltung  hat,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Linie 

X  (cos  «1  —  cos  «2)  +  y  (sin  a^  —  sin  «g)  —  (Pi  —  Pg)  =  0, 
dagegen  die  Gleichung  der  Halbierungslinie  des  Nebenwinkels 

X  (cos  «1  +  cos  «2)  +  y  (sin  «i  +  sin  a^)  —  (j>i-\-  P2)  ==  0. 
2)  Bringt  man  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  auf  die  Normal- 
form,  so  findet  man  als  Gleichungen  der  Halbierungslinien 
L,x  +  M,y-\-N,  _  L^x-^M^y+N,  _  ^ 

L^x  +  M,y-{-N,       L^x-{-M,y  +  N,^^ 

Die  Vorzeichen   der  Wurzeln   sind  nach  Lösung  47  zu  bestimmen. 
Beispiele. 

a)  «/ +  » +79  =  0,     72/  — 7a;  — 23  =  0. 

b)  11442/  — 156a; +  707=0,   24«/ +  176a;  +  201  =  0. 

168.  Sind 

X  cos  «1  +  2/  sin  aj  —  j?i  =  0  und  x  cos  «2  +  2/  sin  «g  ~  i^2  ~  ^ 
die   Gleichungen   der   gegebenen   Geraden,   so   sind   die   Richtungs- 
konstanten der  Halbierungslinien 

a.  -]-  a,  ,  j.  <^i  +  «8 

tg  -^^-^  und  -  cot  — ^— • 

Da   das   Produkt  derselben   gleich   —  1  ist,   so  müssen  die   beiden 
Halbierungslinien  lotrecht  zueinander  stehen. 

169.  Die  Gleichungen  der  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  sind 
28y  — 224a;— 219  =  0,  772/  + 99a;— 1  =  0,  142/- 2a;  — 17  =  0, 
die  der  Halbierungslinien  der  Außenwinkel 

1282/ +  16a;  — 899  =  0,  92/ —  7a;+ 113  =  0,  22/+ 14a;  +  69  =  0. 

170.  Die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  sind 

y  [  ^sVi^s  —  ^if  +  3/3^  -  (^3  -  a'2)yV+2/3^) 

—  xy^W (pj- ^zf  +  Vz  -^ y«?+l?)  +  x^y^y^z^  +  2/3^  =  0, 
y{{x^  —  x^- y {x^— x^Y ■\- y^^]  +  xy^  —  x^y^  =  0, 

y  (y^M^—  %)  +  xy^  =  0. 

171.  Das  Dreieck  kann  man  sich  so  gelegt  denken,  daß  der 
Koordinatenanfangspunkt  im  Innern  desselben  liegt.  Sind  die 
Gleichungen  der  Dreiecksseiten 


I 
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X  cos  «1  +  y  sin  «1  —  i'i  =  0,    X  cos  «3  +  2/  sin  a^  —  P2  =  0, 

03  cos  «3  +  2/  sin  oTg  —  ^3  =  0, 

so  entsprechen  die  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  den  Kelationen 

a;(cos  «1  —  cos  a^)  -\-  y  (sin  cc^  —  sin  u^  —  {Pi  —  Pi)  =  0, 

a;(cos  «2  —  cos  «g)  +  y  (sin  a^  —  sin  «g)  —  (pg  —  P3)  =  0, 

a;(cos  «3  —  cos  a^)  -f  y  (sin  «3  —  sin  aj  —  (Pg  —  i?i)  =  0, 

Dnrcli  Addition  der  letzteren  Gleichungen  ergibt  sich  die  identische 
Gleichung  0=0.  Die  di-ei  Halbierungslinien  müssen  demnach 
durch  einen  Punkt  gehen. 

172.  Bei  entsprechend  veränderter  Wahl  des  Koordinaten- 
anfangspunktes verläuft  der  Beweis  genau  wie  in  der  vorigen 
Aufgabe. 

173.  Sind  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Dreiecks 
(0,  0),  («Tg,  0),  (iCg,  ^g),  so  ist  für  den  Schnittpunkt  der 
HalbierungsKnien  der  Innenwinkel 


Für  die  Schnittpunkte  der  Halbierungslinien  je  zweier  Außenwinkel 
ergeben  sich  entsprechende  Ausdrücke  der  Form 

±x,±V^^?Ty?±VK^^W+y?' 

in    dieser    sind   stets   zwei  Vorzeichen   des   Nenners   positiv,    eins 
negativ  zu  wählen. 

174.  Ist  die  Lage  des  Dreiecks  dieselbe  wie  in  der  vorher- 
gehenden Lösung,  so  verhalten  sich  die  Abschnitte  der  Seite, 
welche  mit  der  X-Achse  zusammenfällt, 

%  :  <^  =  y?T^ : /(^s^^^^SM-^, 
d.  h,  wie  die  benachbarten  Seiten. 

175.  1)  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  sind 

64-6  1/58 
Xi= jj-'^i  2^1  =  — 3; 

2)  der  Abstand  dieses  Punktes  von  den  Seiten  ist  d  =  —   t~^ — * 

176.  Die  von  der  Hypotenuse  aus  gemessenen  Abschnitte  des 
Lotes  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Katheten. 

13« -IIa;- 7 -p  3« -f  6a; -13        _ 

177.  , — H  y— =  0. 
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178.  Der  Schnittpunkt  der  Winkelhalbierenden  liegt  im 
Koordinatenanfangspiinkte. 

179.  Die  Punkte  liegen  auf  zwei  geraden  Linien,  welche 
der  Gleichung 

Lx  +  My-\-N±  a]/L^+M^  =  0 
entsprechen. 

180.  Der  geometrische  Ort  ist  eine  Gerade,  welche  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  (ajg,  y^  und  {x^,  t/g)  parallel  läuft. 
Die  Gleichung  derselben  ist 

y~       2      ~  x^-x^V  2     ) 

Beispiel.     2i/ +  4a;  —  3  =  0. 

181.  Der  geometrische  Ort  besteht  aus  zwei  Geraden,  welche 
der  Gleichung  y  =  x{2  +  )/3)   entsprechen. 

182.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

■na;,  cos  qp -J- w«,  sin  qp -|- «7» 
iC  cos  OD  +  ■?/  Sm  OD  =  • — ^— ' — r^ : 

die  Punkte    befinden   sich   also  auf  einer  Geraden,   welche  der  ge- 
gebenen Geraden  parallel  läuft. 

183.  Nach  der  Aufgabe  müssen  die  Koordinaten  (ä;,  y)  des 
Punktes  der  Relation 

{x^  -  xy  +  (2/1  -  yj  =  (x^  -  xf  +  (2/2  -  yY 
genügen,  woraus  sich  nach  einfacher  Umformung 
„       2/1  +  ^2  _       a^a-a?!  /         x^±^ 

^~    2    ~~^^;^A        2  ) 

ergibt.    Der  Ort  ist  also  eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  der  Ver- 
bindungslinie   der   gegebenen   Punkte   steht   und   dieselbe   halbiert, 

184.  aj  cos  9)  -f  y  sin  gj  —  Y  (pi  -f  pg)  =  0. 

185.  Bildet  man  die  Abstände  des  Punktes  (a?,  2/)  von  den 
gegebenen  Geraden,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Ortes 

4-  y - -3^  1  a? - »ti        y-M^x-n^  ^  ^ 

Derselbe    wird     also    von    zwei    Geraden    gebildet,    die    einander 
parallel  laufen. 

186.  Die  Koordinaten  des  Punktes  (a;,  2/)  müssen  der  Gleichung 
±{(x,-  xy+  {y,-  yy]  +  [{x,-  xy+  {y,-  yf]^  a' 

genügen.     Durch  Entwicklung  derselben  findet  man 

„  _  3/1  +  ^2  ^  _  '^i-^i  /„  _  Mi^\    ,  <^' 

y         2  y,-y^V  2    )-^{y,-y,) 
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Der  geometrische  Ort  besteht  demnach   aus   zwei  Geraden,  welche 
auf  der  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte  lotrecht  stehen. 

187.  a)  Sind  L^x  +  M^y  +  iV^  =  0,  L^x  +  M^y  +  JVg  =  0 
die  Gleichungen  der  Schenkel  des  gegebenen  Winkels,  so  ist  die 
Gleichung  des  gesuchten  "Weges 

b)  Betrachten  wir  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  als 
Koordinatenachsen,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  des  geometrischen 

Ortes  g 

X  +  y  =  -. 

^        sm  a 

188.  X  (cos  «1  +  cos  «2  +  •  •  +  cos  an)  +  2/ (sin  a^  +  sin  a^  + 

• .  +  sin  a„)  —  (pi  +  ^2  +  J^3  -I ^  Pn)  =  s. 

189.  Betrachtet  man  die  Schenkel  des  Winkels  als  die  posi- 
tiven Teile  der  Achsen  des  Koordinatensystems,  so  erhält  man  als 
Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

y  —  X  =  0. 

190.  y  -^  X  =  s.    (Achsensystem  wie  in  Aufl.  189.) 

191.  y  —  X  =  d  oder  x  —  y  =  d.  (Achsensystem  wie  in 
Aufl.  189.) 

192.  Der  Punkt  beschreibt  eine  Gerade,  deren  Gleichung 
entweder 


^L,x  +  M,y  +  N,  ^^^^L,x  +  M^y-\-N^ 


oder 


viTTW         yL,'+M, 


^L,x+M,y-\-N^  ^  ^L.x+M^y  +  N^ 


ist. 

193.  Die  Schenkel  des  rechten  Winkels  seien  Koordinaten- 
achsen und  die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  Lx-\-My-\-N=0, 
dann  liegen  die  Teilpunkte  entweder  auf  der  Geraden  Jfm?/ — Lnx  =  0 
oder  auf  der  Geraden  Mny  —  Lmx  ==  0, 

194.  Betrachtet  man  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  als 
Koordinatenachsen,  so  bewegt  sich  der  Schnittpunkt  der  Winkel- 
halbierenden auf  der  Geraden 


("'-!) 
'(«"+!) 
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195.  Bezeiclmen  wir   die  Kathete,    deren  Endpunkt   auf  der 

Y-Achse  fortgleitet,  mit  a,  die  andre  mit  6,  so  ist  die  Gleichung 

der  Linie,  welche  der  Scheitel  beschreibt, 

b 
y  =  —X. 
^       a 

196.  Ist  r  die  Strecke,  welche  den  festen  Scheitel  mit  dem 
Koordinatenanfangspunkte  verbindet,  und  a  der  Winkel,  den  die- 
selbe mit  der  X-Achse  einschließt,  so  ist  die  Gleichung  der  Linie, 
welche  der  Teilungspunkt  beschreibt, 

y(m  4-n)    .        ,   xim  +  n) 
— — ' — -  sin  «  +  -^ — ' — -  cos  a  =  r. 
n  m 

197.  Die  Spitzen  der  gleichseitigen  Dreiecke  liegen  auf  einer 
Geraden,  welche  die  gegebene  Gerade  unter  einem  Winkel  von  60'' 
schneidet.     Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

2/(l  +  Jf -/S)  +  X  (/S  —M)  =  2n. 

198.  Die  Basis  a  falle  mit  der  X-Achse  zusammen,  der  eine 
Endpunkt  derselben  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte.  Nimmt 
man  den  Abstand  des  betreffenden  Punktes  von  der  Basis  gleich 
der  Seite,  die  nicht  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  geht,  so 
ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes 

2ax  ,      2(s  —  a)y 


(s-a)»-|-a*   '   (s-a)H«* 

199.  Die  Grundlinie  a  falle  mit  der  X-Achse,  der  eine  End- 
punkt mit  dem  Koordinatenanfangspunkte  zusammen.  Bezeichnet 
man  die  Höhe  des  Dreiecks  mit  Ä,  den  Abstand  des  Fußpunktes 
derselben  vom  Koordinatenanfangspunkte  mit  p,  so  ergibt  sich  als 
Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

2x       2(a-2p)y^^ 
a  ah 

200.  Die  Lage  des  Dreiecks  sei  dieselbe  wie  in  der  vorher- 
gehenden Lösung.  Bedient  man  sich  auch  derselben  Bezeichnungen 
für  die  gegebenen  Stücke,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes 

2x         {a-2p)y  ^^ 
a  ah 

201.  Die  Lage  des  Dreiecks  sei  dieselbe  wie  in  der  Lösung 
der  Aufg.  199.  Sind  y  =  Mj^x  und  y  =  M2X-\-  n  die  Gleichungen 
der  Dreiecksseiten,  auf  denen  die  Lote  errichtet  werden  sollen,  so 
ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

y^M,  +  M,)  +  x{l- M,M,)  -  "^^^^  =  0. 
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202.  Der  eine  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  a  falle  mit 
der  X-Achse  zusammen,  die  Ordinatenachse  sei  das  im  Scheitel 
auf  jenem  Schenkel  errichtete  Lot.  Die  Gleichung  des  zweiten 
Schenkels  ist  dann  y  =  xtga.  Bestimmt  man  die  Abschnitte  auf 
den  Schenkeln  und  setzt  deren  Summe  gleich  s,  so  erhält  man  als 
Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

05  (1  +  cos  a)  +  «^  sin  a  =  s. 

Sind  die  Schenkel  des  Winkels  Achsen  eines  schiefwinkligen  Systems, 
so  findet  man 

,  8 

^  +  ^~l  +  cosa* 

203.  Betrachtet  man  die  Schenkel  des  Winkels  als  Koordinaten- 
achsen, so  ergibt  sich 

d 

y  —  X  = 

^  1  —  cos  a 

204.  Betrachten  wir  die  gegebenen  Richtungslinien  als  die 
Achsen  eines  schiefwinkligen  Koordinatensystems  und  bezeichnen 
den  gegebenen  Umfang  der  Parallelograname  mit  2s,  so  erhalten 
wir  als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

x  +  y  =  s. 

Der  Ort  ist  also   eine  Gerade,  welche  auf  den  Koordinatenachsen 
Strecken  abschneidet,  deren  jede  gleich  s  ist. 

205.  Man   wählt   OA   zur   X-Achse,    OB   zur    Y"- Achse   und 
setzt  OL  =  a,    OM  =  «i,    OB  ==l^ 
ON  =  &i,     dann    ist    die    Gleichung 

von     BM  —  +  -r-  =  1,      die     von 

LN \-  -r-  =  1.      Bezeichnet    man 

a          Ol 

die   Koordinaten    des    Punktes  P   mit 
a?!,  2/i)  so  findet  man  zur  Bestimmung  ^ 
der   Unbekannten    a,    a^,    &,    \     die 

Gleichungen  —  +  -^=1,    — -fy-==l.     Aus    den  beiden  ersten 
Gleichungen    ergibt  sich  xl )  ~  2/  (~r  —  T")  =  0,   aus  den 

beiden  letzten  x^  t  ~  ^)  +  Vi  (t  ~  T)  ^  ^'    ^^^^^^  ^^^S^  ^^^^ 
Elimination  der  Unbekannten  als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 
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Derselbe  bleibt  also  unverändert,  wenn  der  Punkt  P  auf  der  Geraden 
OP  fortrückt. 

206.  Fällt  die  Seite  c  mit  der  X-Achse,  der  eine  End- 
punkt A  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte  zusammen,  so  besitzt 
die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  die  Gestalt 

y  =  tga(x  +  c). 

207.  X  =  — i —    oder    x  =  — i — •     (Über  die  Lage  der  kon- 

m-\-n  m-\-n      ^  ° 

stauten  Seite  c  siehe  die  Aufl.  206.) 

208.  y  =  +  —7==  (c  —  x).     (Über    die    Lage    der    kon- 

y«*  —  m' 

stanten  Seite  c  siehe  die  Aufl.  206.) 

209.  Wir  bezeichnen  der  Kürze  wegen  die  Winkel  mit  A, 
J5,  C,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  mit  a,  &,  c  und  fähren, 
um  möglichst  einfache  Resultate  zu  erzielen,  statt  der  drei  Seiten 
den  Radius  M  des  umschriebenen  Kreises  ein: 

a  =  2i2sin^,     &  =  2J2sinJ?,     c==212sinC; 

dann  sind  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes 

r»  =  -3-  i2(sin  J.COS  J5  +  2  cos  J.sinJB), 


(1) 


y  ==  -^MsmA&mB^ 


die  Koordinaten  des  Höhenpunktes 
X  =  2  JBcos  J.sin  J5, 


(2)   , 

\  y  "^  2i?cos^cos5, 

die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises 

x=      i2sin(^4-5), 


^^^   '  2/  =  --Rcos(^+5), 


die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  des  einbeschriebenen  Kreises 
(4) 


,  ^       A   .    B        A^B 
X  =r=  4iccos—  sm— cos — ^ — 


.  „   .    A   .    B        A-^B 

y  =  4jBsm  — sm— cos — ^ — > 

endlich  die  Koordinaten  des  fünften  merkwürdigen  Punktes 


(5) 


X  =  2JR(sin  J.  —  sin^  -f  cosAsinB), 


y  =  8i2sin2-sin2-. 
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Die  Gleichungen  der  geometrischen  örter  erhält  man  durch 
Elimination  von  It  aus  je  zwei  zusammengehörigen  Gleichungen; 
also  für  den  geometrischen  Ort  des  Schwerpunktes 

—  1 

^"~  2cot^+cotJ5*'^' 

für  den  des  Höhenpunktes 

y  =  iccot  J9, 
für  den  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises 

2/  =  ic  cot  0, 
für  den  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises 

endlich  für  den  des  fünften  merkwürdigen  Punktes 
2 

y  ~  ~~Ä        7b~~~Tb  '  ^' 

cot—  cosec*—  —  2  cot  — 
2  2  2 

Die  fünf  merkwürdigen  Punkte  bewegen  sich  demnach  in  diesem 
Falle  auf  geraden  Linien,  die  alle  durch  den  Koordinatenanfangs- 
punkt gehen. 

210.  Entweder  durch  die  Relationen  (4)  oder  auch  durch 
eine  sehr  einfache  geometrische  Betrachtung  findet  man  als  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes 

,    A 

211.  Aus  den  Formeln  (2)  der  Lösung  209  ergibt  sich  als 
Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

2/  =  a;  cot  JB. 

212.  Für  den  Höhenpunkt  findet  man 

y  =  iccot  J5, 
für  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 

y  =  —  xcotB  +  -  .    p> 

für  den  Schwerpunkt 

a    .    _ 
y  =  jSmB 

und  für  den  fünften  merkwürdigen  Punkt 

y  =  -ix-a)tg^- 

Hochheim,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie.    I.B.    3.  Aufl.  3 
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213.  Es  ergibt  sich  für  den  Schwerpunkt 
y  =  jhsinA, 
für  den  Höhenpunkt  a;  =  6  cos  Ä, 

fQr  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 

b 


y  ==  —  X  cot  vi  4- 


2  8in  J. 


und  für  den  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises 

y  =  xig-^' 

214.  Die  Gleichungen  der  geometrischen  örter  sind 

y  =  xcotC    und     y  =  —  (x  —  l)tg—' 

215.  Man  erhält  für  den  Schwerpunkt 

für  den  Höhenpunkt      ^  _  _  (^  _  ,) ^^^^^ 

für  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 

c 

und  für  den  des  eingeschriebenen  Kreises 

2/  =  a'tg-- 

216.  Der  Schwerpunkt   bewegt   sich    auf  einer  Geraden  fort, 

deren  Gleichung                                    cM—n 
y  =  Mx 3 — 

ist;  dieselbe  läuft  also  der  gegebenen  Geraden  parallel. 

217.  Die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  mögen  als  Ko- 
ordinatenachsen betrachtet  werden.  Ist  für  eine  bestimmte  Lage 
der  dritten  Seite  die  mit  der  X-Achse  zusammenfallende  Seite  a, 
so  lassen  sich  die  beiden  Eelationen 

s  —  a:  a  ^  s  —  (a  -\-  y)  :  X 

und  I 

m-{-n:n  =  a:x 

aufstellen,  aus  denen  man  durch  Elimination  von  a 

smn 
xm  +  yn  =  — i — 

als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  erhält. 

218.  Die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  mögen  die  Achsen 
des    Koordinatensystems    sein;    dann    läßt    sich    die  Gleichung   der 
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gesuchten  Geraden  in  der  Form  ^  -j =1  darstellen.  Zur  Be- 
stimmung der  Unbekannten  f  und  g  kann  man  die  Relationen 
•^  H — i  =  1,  a^  =  f^  -{•  g^  —  2  fgGOSu  benutzen.  Die  gesuchte 
Gerade  kann  vier  verschiedene  Lagen  besitzen. 

219.  Zieht  man  diirch  den  Schnittpunkt  der  beiden  ersten 
Geraden  Parallelen  zu  den  Koordinatenachsen  und  bezieht  die  ge- 
gebenen Stücke  auf  diese  neuen  Achsen,  so  gehen  die  Gleichungen 
derselben  über  in 

4^1— 3a;i=0,     ßy^  — 7x^=0,     122/i -f  5a;i— 29  =  0. 

Berechnet  man  das  Stück,  welches  von  der  dritten  Geraden  zwischen 
den   beiden    ersten   Hegt,   so  muß  sich  dasselbe  zu  32,5   verhalten 

29 

wie  jg  zu  dem  Abstände  der  gesuchten  Geraden  vom  Koordinaten- 
anfangspunkte.    Daraus  findet  man  die  Gleichung  der  Geraden 
122/1+  5a;i±1596  =0. 

220.  Verbindet  man  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch 
eine  Gerade  und  errichtet  im  Halbierungspunkte  auf  derselben  ein 
Lot,  so  ist  die  Gleichung  desselben 

4«/  —  3a;  +  8  =  0. 

Der  Durchschnittspunkt  dieses  Lotes  und  der  gegebenen  Geraden 
ist  der  gesuchte  Punkt.     Die  Koordinaten  desselben  sind 

3^1  =  10,     2/1  =5|- 

221.  Die  Lote,  welche  in  den  Halbierungspunkten  der  be- 
treffenden Strecken  errichtet  sind,  entsprechen  den  Gleichungen 

y-\-x-12  =  0,     8«/ —  lOx  4- 89  =  0. 

Der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  gesuchte  Punkt.  Die  Koordi- 
naten desselben  sind 

^  --.  5  ^  18 

222.  Man  findet  zwei  Punkte,  welche  der  Aufgabe  genügen, 
da  sich  in  der  Entfernung  d  zwei  Parallelen  zu  der  gegebenen 
Geraden  ziehen  lassen.     Die  Koordinaten  derselben  sind 

«'l  =  -^58'      2^1  =  1^29      «»<^      ^2=  Im'      n=^r9- 

223.  Die  Gleichung  der  Geraden  ist 


»♦ 
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224.  Betrachten  wir  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  als 
Koordinatenachsen  und  bezeichnen  die  Koordinaten  des  Punktes  P 
mit  iCj,  ^j,   so   erhalten  wir   als  Gleichung  der  gesuchten  Geraden 

225    V       5-       2&Jf,-(aitf,  +  &)itf,  .  . 

/JO.   2/       b-  2aM,-{aM,  +  h)     (^  "  «> 

226.  4ty—Sx  —  ld  =  0. 

227.  Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Gleichung  durch  y  =  Mx  -\-  n, 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  M  und  n  die 
beiden  Gleichungen 

Es  ergeben  sich  also  zwei  Gerade,   welche  den  Anforderungen  der 
Aufgabe  genügen. 

228.  Die  Relationen  sind 

O  00a  (Ca    "T"    00&  CO-t    ^—    CO-*       ~~'   COa 


CO-t  00t 


1**'2 


r  2 

''3   5 


2/i%  -  32/22/3  +  %2/i  =  Vi^  -  y%  -  Vi- 

229.  Man  erhält 

2(a;ia;2  +  x^x^  =  (aj^  +  x^  {x^  +  a;^), 

2(«/i2/2  +  ^32/4)  =  (2/1  +  2/2)  (^3  +  2/4)- 

230.  Benutzt    man    die    in    der    Lösung    209    aufgestellten 
Koordinaten  der  drei  Punkte,  so  findet  man,  daß 

2  JB  cos  J.  cos  5     2  J?  cos  J.  sin  J5 


i? sin  J.  sin  J5     y  i?(sin  J.  cos  5  +  2  cos  A  sin  5)   1 


=  0 


—  B  cos  {A-\-B)     B  sin  {A+  B)  1 

ist,  woraus  nach  Lösung  56  folgt,  daß  die  drei  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen.  Befinden  sich  drei  Punkte  (x^,  y^),  (x^t  V^i  (^s?  Vi) 
auf  einer  Geraden,  so  ist  das  Verhältnis,  in  dem  der  zweite  Punkt 

den    Abstand    des .  ersten    und    dritten    teilt,    gleich  ^- 


also 


erhält  man  nach  Einsetzung  der  Werte  m:n=  2:1. 

231.  Es  ist 

.^.A.B        A^B  ,  ^       A   .    B        A-\-B 
4  i<  sm  —  sin  —  cos  — - —  4  i«  cos  -^r  sm  —  cos 


2  —  2 

2 

Y  i?  sin  J.  sin  B 

SUsin^—  sin^— 


2  —  2  2 

-3-JR(sin  J.COS  J5  +  2cos  J-sinJ?)  1 

2  J? (sin  J.— sin  J5  + cos -4. sin 5)  1 


0. 


x,= 

=  0,    y, 

=  3; 

ajj 

3 

0 

1 

Da 

0 

—  1 

1 

„59 
""^65 

^  63 
^  65 

1 
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Daraus  folgt,  daß  alle  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Das  Teilungsverhältnis  ist  »w :  w  =  1 : 2. 

232.  Die  Koordinaten   der  Halbierungspunkte  der  Diagonalen 
des  Vierseits  sind 

^                     rv                             ^  63  f»  59 

=  -1,    2/2  =  0;     x^=-l^^^  2/3=-2g5- 


=  0    ist,    so    müssen    die   drei   Halbierungs- 


punkte in  einer  Geraden  liegen. 

233.  Man  fällt  von  dem  Punkte  ajg  =  9,  yi=  S  ein  Lot  auf 
die  gegebene  Gerade  und  verlängert  dasselbe  um  sich  selbst.  Der 
Endpunkt  hat  die  Koordinaten  Xq  =  1,  2/3  =  7.  Verbindet  man 
diesen  Punkt  mit  dem  Punkte  (x^,  y^),  so  schneidet  die  Verbindungs- 
linie die  gegebene  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte.  Die  Koordi- 
naten desselben  sind  ^=7^?    ^/^^jg- 

234.  Die  Koordinaten  der  beiden  Endpunkte  der  Grundlinie 
sind  iCi  =  2,  ^1  =  4;  X2  =  7,5,  y^  =  2,2.  Die  Koordinaten  des  dritten 
Eckpunktes  entwickelt  man  mit  Hilfe  der  Relationen 

,_xi+x^-^x^    ^j_yi±ji  +  ys, 
^  ~        3        '  ^  ~~        3        ' 

nämlich  iCg  ==  5,5,  2/3  =  11,8.  Alle  übrigen  Stücke  lassen  sich 
daraus  leicht  finden. 

235.  Es  lassen  sich  zwei  Dreiecke  konstruieren;  die  Koordi- 
naten  der  gesuchten  Ecken  sind 

a;3=10,5-f4l/3,    2/3  =  6  -  7,5 -/S ; 

x'j^  =  10,5  -  4  -/S,    2/3=6+  7,5  /S. 

236.  Die  Gleichungen  der  Halbierungslinien  derjenigen  Winkel, 
welche  von  den  gegebenen  Geraden  gebildet  werden,  sind 

9902/  —  300a;  -  1189  =  0,  170y  -f  561fl;  -  2378  =  0. 

Fällt  man  von  dem  gegebenen  Punkte  (ajj,  2/1)  Lote  auf  die 
Halbierungslinien,  so  werden  dieselben  der  Anforderung  der  Auf- 
gabe genügen.     Die  gesuchten  Gleichungen  sind  sonach 

lOy  +  SSx  —  195  =  0,    33y  —  10a;  —  49  =  0. 

237.  Die  Gleichung  der  Parallelen  ist 

112/ +  154a; -700  =  0, 

die  Winkel,  welche  dieselbe  mit  den  geschnittenen  Seiten  ein- 
schließt, sind  <^  a  =  10»  25'  33",  <^  j3  =  17°  42'  57". 
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238.  Betrachten  wir  die  Schenkel  des  Winkels  als  Achsen 
eines  schiefwinkligen  Koordinatensystems  und  bezeichnen  die  Ko- 
ordinaten des  Punktes  P  mit  x^,  y^^  so  ist  die  Gleichung  der 
gesuchten  Geraden,    wenn    der  Abschnitt  derselben  gleich  dem  auf 

der  Y-Achse  sein  soll, 

sin  a    ,  V 

wenn  dagegen  der  Abschnitt  derselben  gleich  dem  auf  der  X-Achse 
sein  soll,  8in2ü:  .  v 

239.  Die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes  müssen  den 
Gleichungen  8«  -f  19«/  -|-  4  =  0  und  2x  —  Zy  -\-  16y  =  0 
genügen;  sie  sind  demnach  äJj  =  —  5-j»  y^=  2.  Der  Abstand 
des  Punktes  von  jeder  der  beiden  Seiten  ist  gleich  15. 

240.  Die  Halbierungslinie  des  Winkels,  der  von  der  ersten 
und  zweiten  Seite  gebildet  wird ,  entspricht  der  Gleichung  y  =  y  aJ. 
Da  dieselbe  die  dritte  Seite  in  dem  Punkte  x^=  2-^1  2/i  =  x 
schneidet,  so  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Parallelen  4t/—  5  =0. 
Die  Länge  derselben  ist  gleich  jg- 

241.  Bildet  man  das  Fußpunktendreieck,  so  sind  die  Hal- 
bierungslinien der  Winkel  desselben  die  Höhen  des  gesuchten  Drei- 
ecks, also  die  Gleichungen  derselben 

j/  — 2a;-f7  =  0,     9«/ -f  2a;  —  42  =  0,     7t/ -f  6a;  —  56  =  0, 
und  die  Gleichungen  der  Seiten 
2t/ -j-ic  — 11  =  0,     2t/ —  9a;  +  59  =  0,     6t/ —  7a;  —  3  =  0. 

242.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Dreiecks  sind  von 
A  (0,  0),  von  B  (aJg,  0),  von  G  (x^,  t/g);  demnach  ist  die  Gleichung 

des  Eadius  a;,  a;,  —  t/ *  —  a;„  ^ 

t/  = '-^ — ^ ^—x, 

dagegen   die    der  Geraden,    welche    die  Fußpunkte  der  Höhen  ver- 
bindet, ^  t/ggig  (    _     \ 

^  rr    V     — -  ti    *  — —  'Y'    *    V  t>/ 

Die  beiden  Geraden  durchschneiden  sich  also  rechtwinklig. 

243.  Ist  die  Lage  des  Dreiecks  dieselbe  wie  in  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  so  sind  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Sechsecks 

y-ys  =  -^~f^i^-^i)^  ^/-«/s^-^C«'-^)»  x^x^. 
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244.  Die    Koordinaten    des    gesuchten  Punktes    sind   x^  =  6, 

24 

2/1  =  5 ;    der  Abstand    desselben   von  jeder   der  Seiten    gleich  — z^- 

y73 

245.  Die  Gleichungen  der  Seiten  des  eingeschriebenen 
Parallelogramms  sind  7y  -}-  ßx  —  55  =  0,  8«/  —  7a;  +  48  =  0, 
7y  -f  6a;  —  6,5  =  0,  8?/  —  7a;  —  0,5  =  0;  demnach  die  Gleichungen 
der  Halbierungslinien 

7y4-6a;  — 65        8y  — 7a;-|-48  _ 
ysö  yil3       "    ' 

8y-7a;  +  48  _  7y-|-6a;-6,5  _^ 
■j/llS  |/85  ~     ' 

7y+6a!-6,5       8y-7a;-0,o^Q 
|/85  1/113  ' 

8t/  — 7a;  — 0,5  _  7j/4-6a;  — 55  _  _ 

yiis  ysö 

246.  Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  «/",  so 
ergibt  sich 

/x\»  /a;\«  — 1  ,    ,  /x\n—2  _      /ir\ 

Bezeichnet    man     femer    die    n    Wurzeln     dieser     Gleichung    mit 
«fj,  ^2  5  Wg  .  .  .  w„,  so  ist  bekanntlich 

(f)"-«(fr+Kr--^Kf)±« 

demnach 

X"  —  ax'^~'^y  +  hx'^  —  '^y^  —  .  .  .  ip^^a;«/""^  +  gy" 

~{x  —  yw^  {x  —  yiv^  {x  —  yiv^  .  .  .{x  —  ytv„)  =  0. 
Es  entsprechen  sonach  der  gegebenen  Gleichung  die  n  geraden  Linien 

X  —  yiv^=  0,     X  —  ytc^==  0  .  .  .  X  —  ywn  =  0^ 
welche  alle  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  gehen. 

247.  Da  die  Gleichungen  aller  Geraden,  die  durch  den  Ko- 
ordinatenanfangspunkt gehen,  die  Form  y  —  Mx  =  0  haben,  so 
muß  sich  die  Gleichung  n^^^  Grades  in  der  Form 

C{y  -  M^x)(y  -  M^x)  .  .  .  (y  -  M„x)  =  0 

schreiben  lassen,  in  der  C  eine  Konstante  ist.    Diese  Gleichung  ist 
homogen   vom  w*®°  Grade.     Die    erforderliche   Bedingung  ist   also, 
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daß  die  Koeffizienten  aller  Glieder,  die  von  niedrigerem  als  vom 
n^^^  Grade  sind,  verschwinden. 

248.  Nach  Lösung  246  ist 

y^  —  ayx  +  hx^  =  [y  —  X-  —^ — 2 )  (y  —  ^ 2 /  ^  ^' 

also  entsprechen  der  gegebenen  Gleichung  die  beideA  Geraden 
a  4-  Va^  -  ib  a  -  l/a*  -  4& 

y=x-        2 '  ^^'^ 2 ' 

sie  gehen  beide  durch  den  Koordinatenanfangspunkt,  und  die  Rich- 
tung jeder  einzelnen  ist  durch  den  Koeffizienten  von  x  bestimmt. 
Die  beiden  Geraden  sind  reell  für  a^  >  46,  sie  fallen  zusammen 
für  a^  ==  4b,  sie  sind  imaginär  für  a^  <  4  &. 

249.  a)  x^-y^=(x  +  y)  (x  -  y)  =  0. 

Die   beiden   Geraden   halbieren   die   Winkel,    welche   von    den 
Achsen  des  Koordinatensystems  gebildet  werden. 

b)  X  ■}-  iy  =  0  und   x  —  iy  =  0. 

Der  Gleichung  entsprechen  zwei  imaginäre  Gerade,  die  sich  im 
Koordinatenanfangspunkte  schneiden. 

250.  y^-i-  hxy  —  Ux^=  (y  —  2x)  (y  +  7x)  =  0. 
Die  beiden  Geraden  sind  also:  y  —2x  =  0,    y  -\-7x  =  0. 

261.y^-2yx+3x^=iy  —  x(l  +  iy~2))  (y-x(l-iy2))  =  0. 
Der  gegebenen  Gleichung  entsprechen  die  beiden  imaginären  Geraden 

2/-a;(l  +  il/2)  =  0,    t/ -  a;(l  -  i/2)  =  0, 
deren  reeller  Durchschnittspunkt  der  Koordinatenanfangspunkt  ist. 

252.  2y^—lly^x  +  4:yx^-i-5x^=  (2y -^  x){y  —  x)(y —5x)  =  0. 
Die    gegebene   Gleichung   repräsentiert   demnach   die    drei  Geraden 

2y  -\-  X  =  0,    y  —  X  =  0,  y  —  5x  =  0. 

253.  Da 

3y^-  22y^x  +  5yx^+  Ux^  =  (y  —  7x)  {3y  +  2x)  {y  —  x)  =  0 
ist,  so  sind  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte 

^i  =  H'    2/1  =  1^;    x^  =  15,  y2  =  -10;    0^3=1»    «/s=|- 

254.  Da 

6/  +  7/a;  —  Sßy^x^—lyx^-  6x^  = 

6(2/  -  2x)  {y  +  ~x)  (y  +  3x)  [y  -\x)  =  0 
ist,  so  entsprechen  der  Gleichung  vier  Gerade: 
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y  —  2x  =  0,    y-\-\x  =  0,    2/ +  3ä;  =  0,    1/  — |a;  =  0, 

von  denen  die  ersten  beiden  und  ebenso  die  letzten  beiden  lotrecht 
zueinander  stehen. 

255.  Es  ist 

15a;2+49a;2/— 22/=(5a;  — 22/)  (Sai  +  lly)  =  0, 
demnach  sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 
22/— 5a;+ 53  =  0,    II2/ +  3a;  +  78 -=  0. 

256.  Man  erhält  {<oy^—llyx  +  hx^)  =  {2y  -  5ic)  (St/  -  a;)  ==  0, 

7  9 

demnach  sind  die  Abstände  d,  =  — =»    (?,  =  —p^t    und  der  Inhalt 

y29  "|/TÖ 

des  Vierecks  =  8  -g^  D. 

257.  Da  Ly^  +  Jf icy  +  Nx^ 

~[Ly+\(M -Ym^ - 4:LN\ x )  {2/+^(iJf +y-M"^-4Xiv)a;)  =0 

ist,  so  ist  die  Tangente  des  von  den  beiden  Geraden  eingeschlossenen 
Winkels  , 

*^9'=        L  +  N 

Ist  i  +^=  0,  so  wird  tgg?  =  oo,  d.  h,  die  beiden  Geraden  stehen 
lotrecht  zueinander. 

258.  tg<p=y-,    <^  9  =  67037' 12". 

259.  tg9)  =  c»;    <^9)  =  90°. 

260.  Die  Winkelhalbierenden  entsprechen  der  Gleichung 

M{y^  -  x^)  —  2xy{L  —  N)  =  0. 

Da  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  stets  reell  sind,  so  folgt,  daß 
sich  stets  zwei  reelle  Winkelhalbierende  ergeben,  sogar  wenn  durch 
die  ursprüngliche  Gleichung  ein  imaginäres  Geradenpaar  dargestellt 
wird.  Daß  die  beiden  Winkelhalbierenden  lotrecht  zueinander 
stehen,  läßt  sich  aus  dem  Verhältnis  der  Koeffizienten  von  x^  und 
y^  folgern.     Vgl.  Lös.  257. 

261.  Die  Winkelhalbierenden  entsprechen  der  Gleichung 

y^{l±V2)x. 

262.  Der    gegebenen    Gleichung    entsprechen    zwei   imaginäre 
Gerade  _ 

t/  =  a;(l  +  i>/2),    y  =  x{l-iy2), 

die  Gleichungen  der  reellen  Winkelhalbierenden  sind 
2/  =  a;(l+-)/2),    y  =  x  (l -Y2). 
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263.  Die   Richtungskonstante    der    Grundlinie   wird    entweder 

11  +  1/1802       ,        11-1/1802 
ti Oder  {- 

sein. 

264.  Entwickelt    man    die    gegebene    Gleichung    nach    y,    so 
ergibt  sich 

■i^'^-\-^)±yx^(B^-iAC)+2xiBI)-2ÄB)-\-D'-4.ÄF 


y  = 


2A 


Dieser  Gleichung  entsprechen  nur  dann  zwei  Gerade,  wenn  ^-^  =  0 

ist,  worin  J  die  Diskriminante  der  Form  unter  dem  Wurzelzeichen 
bedeutet;  d.  h.  wenn 

AE^  +  07)2  ^  ß2j^  _  ßj)E  -AACF^O 

ist. 

265.  Bei  Einsetzung   der   Konstanten   wird   die   Bedingungs- 
gleichung eine  identische.     Man  erhält  sonach 

2y^—xy  —  15x^—13y—27x-\-6  =  (2y  +  5x-l){y  —  3x-&)  =  0. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  sind  also 

22/+ 5«  — 1  =  0,     2/  — 3a;— 6  =  0. 

266.  Wir  nehmen  an,  es  sei 

2Sx'-^xy-2y'-llx-y-\-l=(A,x-\-B,y+l){A^x+B,y-i-l)=^0, 

dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Konstanten 
die  Eelationen 

^^2=28,     ^i  +  ^2=-lli     ^1^2  =  - 2,     B,  +  B,=  -l, 

A^B^  +  ^2-^1  =  1. 

Genügen  die  aus  vier  dieser  Gleichungen  bestimmten  Wurzeln  der 
fünften  Gleichung,  so  werden  durch  die  gegebene  Gleichung  zwei 
Gerade  dargestellt.     Wir  erhalten  in  dem  vorliegenden  Falle 

^,=  -4,     ^2  =  -7,     JB,  =  1,     B,=  -2', 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Geraden 

4»  —  «/  — 1  =  0,     733+22/  — 1  =  0. 

267.  Mit  Hilfe  der  in  Lösung  264  entwickelten  Bedingungs- 
gleichung findet  man  zur  Bestimmung  von  B  die  Relation 

6J52  +  £_5i  =  o, 

17 

wonach  B^==-r->    B^=  —  3  ist. 
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Für  J?  =  -r  erhält  man  die  beiden  Geraden 

6 


17 
6 

jegen  für  B  =  —  3  die  Geraden 

^J  —  x  —  2  =  0,     t/  — 2a; +  3  =  0. 

268.  2a;  -  2/  -  3  =  0. 

269.  Da  die  Koordinaten  des  Durchschnittspunktes 

a^i=3,     2^1=2 
sind,  so  ist  die  Gleichung  des  Lotes 

72/ +  9a;  —  41  =  0. 

270.  x  +  y  —  4:  =  0. 

271.  Setzt  man 

Äy^  +Bxy  -\-Cx^  -\-By  +Ex  -{■F=A{y-MiX-nj)(y-M^x-n^) 

und 

Äy^-\-B'xy+C'x^+B'y-\-E'x+F'~ÄXy-M^x-n[)(y-M^x-n'^), 

so  ergibt  sich  leicht  außer  den  Bedingungen  aus  Lösung  264  als 
weitere  Bedingung       A:  B  :  C  =  A'i  B':  C\ 

272.  Setzt  man 

Ay^  +  By^x  +  Cyx^  +  Bx^  +  Ey^  +  Fxy  +  Gx^  +  Hy -\- Kx -]-l 

=  (A^y  4-  B,x  +  l){A,y  +  B,x  +  l)(A,y  +  B^x  +  1)  =  0, 

so  lassen  sich  9  Relationen  entwickeln,  in  denen  die  Unbekannten 
A^^A^,  -^g,  Bj^,B2,  i?3  auftreten.  Da  zur  Bestimmung  der  letzteren 
6  dieser  Relationen  ausreichen,  so  bleiben  noch  3  übrig,  denen  die 
Konstanten  der  gegebenen  Gleichung  genügen  müssen. 

273.  Die  Gleichungen  der  geraden  Linien  sind 

2y  —  3x  +  l=0,     4«/  +  «;  — 1  =  0,     y  —  x-\-l==0. 

274.  Durch  die  Substitution  x  =^  x^-\-  a,  y  =  yi+  ^  kann 
man  das  Koordinatensystem  so  parallel  verschieben,  daß  der  Ko- 
ordinatenanfangspunkt mit  dem  Schnittpunkt  der  drei  Geraden  zu- 
sammenfällt. Nach  Lösung  247  muß  die  erhaltene  Gleichung 
homogen  vom  3.  Grade  in  bezug  auf  x^^  und  y^  werden.  Daraus 
folgen  die  Bedingungen 

3bA  +  aB  +  E=0,  2hB+2aC  +  F=0,  &C+3aD  +  G^  =  0, 
3h^A+  2ahB  +  a^C-\-  2iE+aF+H=0, 

b^B-\-  2ahC  +  3a^D  -f  &jP-f  2aG  +  K=  0, 

h^A-{-ab^B-[-a^hC+a^B  +  h'-E-^abF-\-a^G+l)H-\-aK-{-J=0. 
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Durch  Elimination   von  a  und  6  erhält  man  hieraus  die  vier 
Bedingungen 


=  0, 


FEG 

2B  ^A      C 

=  0, 

2C     B   3D 

2H 

E 

G 

2E 

3A 

C 

F 

B 

SD 

2K    E     G 

F  SA     C 

=  0, 

2G     B  SB 

3/ 

E 

G 

H  SA 

G 

K 

B 

SB 

=  0. 


275.  Soll  die  gegebene  Gleichung  vier  parallele  Gerade  reprä- 
sentieren, so  muß 

/  +  Ay^x  +  .  •  -  +  Py  -{■  Qx  +  B 

=  {y  —  M^x  +  n^{y  —  M^x  +  n^{y  —  M^x  +  ns)(y—MiX  +  wj  =  0 

sein,  woraus  sich  durch  Gleichsetzung  der  Koeffizienten  gleich- 
hoher Potenzen  der  Variablen  14  Gleichungen  ergeben.  Da  zur 
Bestimmung  der  Unbekannten  Jf^,  w^,  Wg,  %,  n^  5  Gleichungen 
ausreichen,  so  bleiben  noch  9,  denen  die  Koeffizienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  genügen  müssen. 

276.  Die  gegebene  Gleichung  ist  bekanntlich  die  einer  Ge- 
raden (x,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Fundamental- 
geraden 

X  cos  g>i  -j-  2/  sin  qoj  —  Pi  =  ^     und     x  cos  gog  ~l"  2/  sin  cp2  —  P^^  ^ 
geht.     Da  nun 


1c  = 


X  cos  qpj  +  2/  sin  qPi  —  Pi 
X  cos  qp2  +  2/  ^^^  9'2  ~Pi 


ist,  worin  t»,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ge- 
raden G  sind,  so  ersieht  man,  daß  h  gleich  dem  Verhältnis  der 
Lote  ist,  welche  sich"  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  G 
auf  die  beiden  Fundamentalgeraden  fällen  lassen,  oder  auch  gleich 
dem  Verhältnis  der  Sinusse  der  Winkel,  welche  die  Gerade  G  mit 
den  beiden  Fundamentalgeraden  einschließt.  Besitzt  h  einen  posi- 
tiven Wert,  so  teilt  die  Gerade  G  den  Winkel  a  der  Fundamental- 
geraden, in  welchem  der  Koordinatenanfangspunkt  liegt,  besitzt  es 
dagegen  einen  negativen  Wert,  so  geht  die  Gerade  G  durch  den 
Nebenwinkel  des  Winkels  a. 
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277.  Nach  der  vorhergehenden  Lösung  findet  man  leicht,  daß 

L^x -\- M^y  ■\- N^       yij«+Jfj«    L^x -\- M^y -\r  N^ 

Multipliziert  man  also  die  Größe  Tc  roxi  der  Konstanten     ,  *  —•> 

so  ist  das  Produkt  gleich  dem  Verhältnis  der  Abstände  eines 
Punktes  der  Geraden  G  von  den  beiden  Fundamentalgeraden,  oder 
gleich  dem  Verhältnis  der  Sinusse  der  Winkel,  welche  die  Gerade  G 
mit  den  Fundamentalgeraden  einschließt. 

278.  Ist  a  der  Winkel,  in  dem  der  Koordinatenanfangspunkt 
liegt,  so  ist  die  Gleichung  des  Lotes  auf  der  Geraden  V^=  0 
Fj  cos  a  +  Fg  =  0,  die  des  Lotes  auf  Fg  =  0  dagegen 

Fl  +  F2  cos  «  =  0. 

279.  Die  beiden  Geraden  F^  —  fc  Fg  =  0  und  F^  +  fc  Fg  =  0  teilen 
die  Winkel  der  Fundamentallinien  in  gleichem  Sinus -Verhältnis. 

280.  Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  Fj  — Ä;F2=0, 
TcV^  —  F2  =  0  erhält  man  V^{l  +  l)  —  V^{1 -\- k)  =  0,  d.  h.  die 
beiden  Geraden  F^  —  fcFg  ==  0,  hV^  —  F2  =  0  liegen  symmetrisch 
zu  der  Geraden  F^  —  Fg  =  0,  oder  die  Halbierungslinie  des  Winkels 
der  Fundamentallinien  halbiert  zugleich  einen  Winkel,  den  die 
beiden  Geraden   F^  —  ÄFg  =  0,  feF^  —  Fg  =  0  einschließen. 

281.  Die  Gleichungen  der  Transversalen  sind 

FjSin  «j  —  F2sin  a^  =  0,  F2sin  a^  —  FgSin  «3  =  0,  Fgsin  «3  —  F^sin  a^  =  0. 

Da  die  Gleichung 

Fl  sin  «1  —  Fg  sin  a^  -j-  F2  sin  a^  —  Fg  sin  a^  +  FgSin  «g  —  F^sin  «j  =  0 

eine  identische  ist,  so  müssen  die  drei  Transversalen  durch  einen 
Punkt  gehen. 

282.  Die  Gleichungen  der  Höhen  sind 

Ficosaj—  F2cosa2  =  0,  FgCosag—  F3cosa3  =  0,  FgCOSWg—  FiCOsai=0. 

Da  die  Summe  der  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich  Null 
ist,  so  schneiden  sich  die  Höhen  in  einem  Punkte. 

283.  Fj  sin  «1  4-  F2  sin  a^  =  0,       Fg  sin  «g  -f  Fg  sin  «g  =  0, 
Fg  sin  «3  +  Fj  sin  «j  =  0. 
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284.  Die   Gleichungen   der  Halbierungslinien  der  Innenwinkel 
des  Dreiecks  sind 

die  der  Halbierungslinien  der  Außenwinkel 

Da  die  Gleichungen 

n+  n-(if"i+ n)+  n-  n= 0 

identische  sind,  so  folgt,  daß  sich  die  Halbierungslinien  der  Innen- 
winkel eines  Dreiecks  in  einem  Punkte  schneiden,  ferner  daß  auch 
die  Halbierungslinien  je  zweier  Außenwinkel  und  des  gegenüber- 
liegenden Innenwinkels  durch  einen  Punkt  gehen. 

285.  Die  Gleichungen  der  Transversalen  sind 

V,  sin^f  -  nsin^f  =  0,    F^sin^f  -  FgSin^f  =  0, 

Fgsin^^-  Fisin2^  =  0. 

Die  Summation  dieser  Gleichungen  liefert  das  Resultat  0  =  0. 

286.  Da  die  Gleichungen  der  Ecktransversalen 

F^cos^f  -  Facos^l  =  0,    F^cos^f  -  Fgcos«^  =  0, 
F3cos»^-Ficos2|^  =  0 

sind,  so  läßt  sich  der  Beweis  mit  Leichtigkeit  führen. 

287.  Die  Gleichungen  der  Transversalen  sind 

F^sin^f +F3Cos2f  =  0,    F^sin^f  +  F3  cos^f , 

F.sin^^-F^sin^f  =  0; 

man  findet  hieraus  leicht,  daß  die  drei  Transversalen  durch  einen 
Punkt  gehen. 

288.  Die  Gleichungen  der  Hilfslinien,  welche  von  den  Scheiteln 
der  spitzen  Winkel  ausgehen,  sind 

Fl  sin  «2  —  F3  =  0,    Fg  sin  «1  —  F3  =  0, 
die  der  Höhe 

Fj  sin  «2  —  Fg  sin  cc^  =  0. 
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Subtrahiert  man  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zweiten 
und  dritten,  so  ergibt  sich  die  identische  Gleichung  0  ==  0. 

289.  Soll  der  Strahl  llrc  —  7^/ —  32  =  0  dem  gegebenen 
Büschel  angehören,  so  muß 

/•(IIa:  -ly-  32)  =  2ic  +  5^/  -  8  +  Ti{Zx  -  4?/  -  8)  =  0 

sein.     Daraus   ergeben   sich   zur  Bestimmung   der  Größen  f  und  h 
die  Relationen 

ll/'=2  +  3Ä;,    7/"=4Ä;  — 5,    32/'=8  +  8/<;. 
Man  erhält  demnach  jb  =  3. 

290.  Der  gesuchte  Strahl  verbindet  die  Zentren  der  beiden 
Büschel;  seine  Gleichung  \si  x  -^  y  —  7=0;  die  betreffenden 
Parameterwerte  sind  ^  =  —  5  und  f  =  —  y 

291.  Die  Fundamentalstrahlen  müssen  parallel  sein,  daher  hat 
die  Gleichung  die  Gestalt  L^x  -\- M^y  -\-N^-\-  k{L^x  -^ M^y  -{- N^ 
=  0.  Zu  dem  Büschel  gehören  alle  Geraden  der  Ebene,  die  den 
Fundamentalstrahlen  parallel  sind. 

292.  Man  findet  /"=  —  1  und  Ä;  =  —  1.  Der  Strahl  hat 
daher  die  Gleichung  0-x  -\-  0  y  -\-  C  =  0,  wo  C  eine  beliebige 
Konstante  ist,  und  wird  die  unendlich  ferne  Gerade  genannt. 

293.  Soll  den  beiden  Gleichungen 

Vi  +  \V^-^h(V^+Jc^V,)=0  und   Fi  +  rF2=0 
dieselbe  Gerade  entsprechen,  so  muß 

r=.h+]^,    alsoÄ  =  -^ 
sein.  * 

294.  Es  ist  zunächst  zu  zeigen,  daß  die  gegebenen  Geraden 
dem  Strahlenbüschel  5x  —  7y  -{•  5  -{-  1c(2x  +  3t/  —  1)  =  0  an- 
gehören.    Zu  diesem  Zwecke  setzt  man 

ki{7x  -4:y  +  2)  =  5x  —  7y-\-S-\-  Tc(2x  +  3«/  -  1)  =  0 

und  erhält  zur  Bestimmung  der  Größen  Jc^   und  h  die   Eelationen 

7\=6  +  2k,    -4:\  =  -7+31c,    2ki=3-Jc. 

Allen    drei    Gleichungen    genügen    die    Werte   \  =  1,    k  =  l.      Es 
ist  also 

7a;  -  4y  +  2  =  5a;  —  7«/  +  3  +  l(2ir  +  3y  —  1)  =  0. 
Femer  erhält  man 

19a;  +  14y  -  4  =  5a;  —  7y  4-  3  +  7(2a;  +  3t/  -  1)  =  0 
und 

3a;  -  10^  +  4  =  5a;  -  7t/  +  3  -  l(2a;  +  3t/  -  1)  =  0. 
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Da  nun 

f(3x  —  10«/  +  4)  =  (7a;  -  4«/  +  2)  +  h(19x  +  14«/  —  4)  =  0 
sein    soll,    so    erhält    man    zur    Bestimmung    von    f   und    h    die 
Gleichungen 

3/'  =  7  +  19/i,    -10/"=  — 4 +  147i,    4/"=2-4Ä, 

woraus  sich 

-.       3       ,  1 

/•  =  -,    h  =  -^ 

ergeben.     Also  ist 

^{3x  - 102/  +  4)  =  (7x  -  4t/  +  2)  -  ^(19x  +  14i/  -  4)  =  0. 

295.  Sind  Fi=0,  72=0,  Fi+ri72  =  0,  7i+r272=0 
die  Gleichungen  von  vier  Strahlen,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
und   zwar   die   beiden   ersten  in   der  Normalform,   so  ist  nach  der 

T 

Erklärung   —  der  Wert  des  Doppelverhältnisses. 

Dieselben   Strahlen    mögen    in  andrer   Form   die   Gleichungen 

L,=  0,   ^2  =  0,    i,+  Äii2=0,    L,  +  Jc,L,  =  0 

haben,    und  zwar  möge  ii  =  Wj7j,    L^^n^V^  sein.     Damit  der 
dritte   und  vierte  Strahl  identisch  mit  dem  obengenannten  dritten 

und   vierten  Strahl   ist,   muß  h  =  ~  r.    und  A;,  =  —  r,  sein,   also 

296.  Die  Gleichung  des  vierten  Strahles  ist 

•        •  8 

Beispiel.  Es  ist  \=  —  3^  demnach  ^^2  ^  ~  y  ^^^^  ^^® 
Gleichung  des  vierten  Strahles 

3a; -151^  +  23  =  0. 

297.  Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  ist  gleich  -j- 

298.  Setzt  man 

f{L,  +  \L;)  =L^  +  \L^^  r, (Xi  +  Ti^L^)  =  0, 

g{L^  4-  /?2  2^2)  =  ^1  +  h^i  +  ^2(A  +  ^2-^2)  =  0, 
so  erhält  man  den  Wert  des  Doppelverhältnisses 
r^ \  —  \\  —  \ 

T^  «1  —  Aj       "2  —  "'2 

Dieser    Quotient    wird    kurz    durch    das    Symbol    (Ji^^'i    W)  ^6" 
zeichnet. 
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299.  Man  findet 

/tj  =  O,     K^=         ^j     «1  =  1,     "2  ^^  ^» 

demnach  ist 


ferner 


300.  Es  ist 

\-\h^-  h 

Äj-^t 

.K-K 

K 

-\ 

.h-\. 

/?'-.     Ka         tla    "~   Ka 

Ä, -Ä;i 

'\-K 

K 

-\ 

'k^-\' 

\  —  k^\  —  \ 
7Jj  —  k^'  h^  —  k^ 

eh 

h  -  ki 

Äj  —  Kg 

\  —  K  .K~K 

Äj  —  Ä j     Äg  —  A/g 

Äj  —  ^8 

.\-\ 
'\-\ 

'k,-\^ 

also  ist 

C^l"'2  5    'h\)  ^^  (^l'*2  5    ^l"'2/  ^^  C"'2"'li    ^2^1/  "^  C''2"l?    "'2"'l)' 

Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Strahlen  eines  Büschels 
bleibt  also  unverändert,  wenn  man  entweder  die  beiden  Strahlen- 
paare miteinander  vertauscht,  oder  wenn  man  in  jedem  Paare  die 
beiden  Strahlen  miteinander  vertauscht. 

301.  Bezeichnet  man  den  Wert  des  Doppel  Verhältnisses  (ÄjÄ^; 
\h^  kurz  mit  f,  so  findet  man 

Das  Doppel  Verhältnis  erhält  in  diesem  Falle  den  reziproken  Wert. 

302.  Ist  {lc^Tc^\  ^1^2)  ^  A  so  ergibt  sich 

(Ä-jÄ,;  ^2^2)  =  (^2^2;  ^1^1)  =  1  —  /*• 

303.  (Ä^Ä-g;  W)  =  (friÄj;  ^,7^2)  =  J&i' 

304.  Unter  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  Lösungen 
findet  man,  daß  die  Doppelverhältnisse  von  vier  Strahlen  nur  sechs 
verschiedene  Werte  besitzen  können,  nämlich 

/•    1  _/•    _J1_      ^      _J_     f-'^ 

305.  Da  das  Produkt  der  drei  ersten  Werte  in  Auflösung  304, 
von  denen  keiner  der  reziproke  Wert  des  andern  ist,  gleich  —  /"^ 
die  Sunune  der  beiden  ersten  gleich  -f  1  ist,  so  werden  zwei  der- 
selben positiv,  einer  negativ  sein  müssen.  —  Von  den  sechs  ver- 
schiedenen Werten,  welche  die  Doppelverhältnisse  von  vier  Strahlen 
haben  können,  werden  demnach  vier  positiv,  zwei  negativ  sein. 

Hochheim,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie.  I.  B.   8.  Anfl.  4 
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306.  Die  Gleichung  der  Halbierungslinie  des  Winkels  ist 
Fj  —  V^=  0,  die  der  Halbierungslinie  des  Nebenwinkels  Y^  +  Fg 
=  0,  demnacli  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  gleich  —  1. 

307.  Die  Halbierungslinie  wird  in  den  betreffenden  Punkten 
von  der  Halbierungslinie  eines  Innenwinkels,  sowie  von  der  des 
anliegenden  Außenwinkels  geschnitten.  Diese  Halbierungslinien 
bilden  aber  mit  den  Seiten,  durch  deren  Schnittpunkt  sie  gehen, 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel. 

308.  Die  Seiten  und  Höhen  eines  Dreiecks  halbieren  die 
Winkel  und  Außenwinkel  des  zugehörigen  Fußpunktendreiecks. 

309.  Durch  einfache  Umformung  der  Relation 

"1  —  f^l   .   ^2  —  "^1  -j 

"l  —  "'S        "2  —  "'S 

erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

W  —  yC^i  +  ^i)  (^1  +  ^2)  +  ^1^2  =  0. 

310.  Die  Bedingungsgleichung  geht  in  diesem  Falle  über  in 
y(Äi  — ifcg)  (^2  ~~  ^1)  =  0,  also  ^2  =  ^15  ^•^-  ^^11^  ßi^  Strahl  des 
zweiten  Paares  mit  einem  Strahle  des  ersten  Paares  zusammen, 
so  muß  auch  der  andre  Strahl  des  zweiten  Paares  mit  demselben 
Strahle  des  ersten  Paares  zusanamenf allen. 

311.  Untersucht  man  zunächst,  ob  die  Geraden  des  zweiten 
Paares   durch   den   Schnittpunkt  des   ersten   gehen,   so   findet  man 

3«/  +  4a;  —  25  +  2(2^  —  3a;  —  11)  =   7«/  -  2«  —  47  =  0, 

3?/  + 4a; -25— 2(2«/  —  3a;  — 11)=  — 2/+  10a;—  3=0. 

Der   Wert   des   Doppelverhältnisses   ist  also   gleich   —  1 ;   d.  h.   die 
beiden  Geradenpaare  bilden  ein  harmonisches  Büschel. 

312.  Die  Gleichung  zwischen  den  Parametern  geht  in  diesem 

Falle  über  in 

M2  +  Ä;2=0, 

also  ist  L^  —  ^  ig  "=  0  die  Gleichung   der  vierten  Harmonikaien. 

313.  Man  erhält  drei  Lösungen,  da  man  entweder  die  beiden 
ersten  Geraden,  oder  die  erste  und  dritte  Gerade,  oder  die  beiden 
letzten  Geraden  als  konjugierte  Strahlen  betrachten  kann.  Bezeichnet 
man  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  mit  X^  +  Äig  =  0,  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  von  h  im  ersten  Falle  die  Gleichung 

^1^2  —  y(*s  +  Ä)  (^1  +  ^2)  +  ^3^  =  0, 
im  zweiten  Falle 

^1^8  -  \{h  +  ^)  Ä  +  ^3)  +  ^2^  =  0, 
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im  dritten  Falle 

314.  Es  ist 

2x-]-  5y -8— l{5x  +  y —  !&)  =  {-  1)  (3a;  —  4«/  —  8)  =  0, 

demnach  die  Gleichung  des  der  dritten  Geraden  konjugierten  Strahles 

2a;  +  5?/  -  8  +  l(5a;  +  tj-lß)  =7x  +  6^  —  24  =  0; 

ferner  findet  man  die  Gleichung  des  Strahles,  welcher  der  zweiten 

Geraden  konjugiert  ist, 

Qy  —  X  =  0, 

und   die   Gleichung   des   der   ersten  Geraden   konjugierten   Strahles 
8a;— 3^  — 24  =  0. 

315.  Bezeichnet  man  die  Gleichungen  der  gegebenen  Strahlen 
mit  L^  +  \L2  =  0,  Xj  +  Ägig  "^  ö)  -^1  +  ^3  A  "^  ^j  so  erhält 
man  die  Werte  Ä"j  =  —  5,  1c2=  3,  Jcq  =  1.  Zur  Bestimmung  von 
Ä  lassen  sich  demnach  die  folgenden  drei  Gleichungen  aufstellen 
(vgl.  Lös.  313) 

-  15  +    (1+  Ä)  +    fc  =  0, 

-  5  +2(3  +  Ä;)  +  3A;  =  0, 
3-2(fc- 5) -5fc  =  0, 

1  13 

woraus  sich  die  Werte  7,  —  y»    y  ergeben.    Die  Gleichungen  der 
gesuchten  Geraden  sind  also 

blx  —  llyi-    2  =  0, 

3a; +  17«^- 26  =  0, 

105a;-    5t/  — 22  =  0. 

316.  Die  Gleichungen  der  harmonischen  Strahlenbüschel,  deren 
Mittelpunkte  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  sind,  haben  folgende  Gestalt: 

1)  Fi=0,  ^2  =  0;   FjSinaj — F2sina2=0,  F^ sin «^  +  Fg sin «g  =  0. 

2)  Fj  =  0,  Fg  =  0;   FgSinffg- F3sinc3=0,  F2sino:2+ F3sina3=  0. 

3)  F3=0,  Fi  =  0;   F3sina3— FiSina^  =  0,  F3sina3+ F^sinaj^O. 

(Vgl.  Lös.  283.) 
Dagegen   sind   die  Gleichungen  der  Geraden,   welche  mit  den  drei 
Schwerpunktstransversalen  harmonische  Strahlenbüschel  bilden, 

Fj  sin  «1  —  2  Fg  sin  «2  +  ^3  sin  «3  =  0, 
Fj  sin  «2  ~  2  Fg  sin  «3  +  F^  sin  a^  =  0, 
Fj  sin  «3  —  2  Fj  sin  «^  +  V^  sin  «j  =  0. 

4* 
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317.  Aus   den   Lösungen   282,   284,   285   und  286   ergeben 
sich     die    Gleichungen    der    vier    Linien    Fi  cos  a^  —  V^  cos  a^  =  0, 

7^-72  =  0,  7iSin2^-72sin2^  =  0,  7^  cos^^- 72  008^^  =  0. 


cc, 


811  "TT 

Setzt    man    demgemäß    1c  = -^    fci  ==  —  1,    Ä;,  = » 

®  cos«,        ^  >      2  „ 

cos^-^  ^^^    2 

Ä"g= >    SO  läßt  sich   leicht   zeigen,    daß   diese  vier  Para- 

cos"^ 

meter  einer  der  Gleichungen  in  Lösung  313  genügen.  Welche  der 
genannten  Strahlen  sind  zugeordnete? 

318.  Die  Gleichungen  der  vier  Linien  (vgl.  Lös.  282,  284, 
287)  sind  7^  cos  «j  —  V^  cos  a^  =0,  7^  +  72  =  0,  7^  cos^  ^ 
+  72  sin^^  =  0,  7i  sin^^  +  72  cos^^  =  0;  der  Beweis  verläuft 
analog  der  vorigen  Lösung. 

319.  Die  Gleichungen  der  Höhen  des  Dreiecks  sind 
7i  cos  «1  —  72  cos  «2  =  0,    72  cos  «2  —  ^S  ^^^  "3  "^  ^> 

V^  cos  «3  —  7i  cos  «1  =  0, 
demnach  die  Gleichungen  der  gesuchten  vierten  Harmonikaien 
7i  cos  «1  —  2  72  cos  «2  +  73  cos  «3  =  0, 

72  cos  «2  —  2  73  cos  «3  +  7i  cos  «1  ==  0, 

73  cos  «3  —  2  7i  cos  «1  +  72  cos  «2  =  0. 

320.  Mit  Hilfe  der  Lösung  285  findet  man  die  Gleichungen  der 
vierten  Harmonikaien 

7isin2^  -272sin2^  +  73sin2^  =  0, 
72sin2f  -273sin2f  +  7iSin2|-  =  0, 
73sin2^  -27isin2^  +  72sin2|-  =  0. 

321.  Nach  Lösung  292  erhält  man  Jc  =  -\-l  und  als  Gleichung 

des   harmonischen  Strahles  L^x  +  M.y -] ^ — ^  =  0.     Derselbe 

ist  die  Mittelparallele  der  Fundamentalstrahlen. 

322.  Da  sich  aus  der  Gleichung 

für  jeden  reellen  Wert  von  \  ein  entsprechender  Wert  von  h^ 
ergibt,  so  werden  sich  unendlich  viele  harmonische  Strahlenpaare 
bestimmen  lassen. 
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323.  Sind  ij  +  h^L^  =0,  X^  +  h^  L^=  0  die  Gleichungen 
des  gesuchten  Strahlenpaares,  so  lassen  sich  zur  Bestimmung  der 
unbekannten  Parameter  Äj,  Ji^  die  Gleichungen 

hh  —  tC^i  +  h)  (^1  +  ^a)  +  ^^1^2=  0» 

aufstellen.  Berechnet  man  aus  diesen  Gleichungen  h^h^  und  h^  +  Äg, 
so  ersieht  man  leicht,  daß  \  und  h^  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung  sind.  Es  kann  also  nur  ein  einziges  Strahlenpaar  ge- 
funden werden,  welches  mit  jedem  der  gegebenen  Paare  ein  har- 
monisches Büschel  bildet.  Dieses  Strahlenpaar  wird  als  ein  reelles 
oder  imaginäres  bezeichnet,  je  nachdem  die  Werte  von  7^^  und  h^ 
reell  oder  imaginär  sind. 

324.  Es  ist 

2y  4-  3«  —  23    =  3(22/  -  a;  -  11)  —  2(2y  —  3a;  —  5)  =  0, 

4(2/  -f    X-  10)  ~5{2y-x-  11)  -  3(2y  -  3a;  -  5)  =  0, 
also  lassen  sich  zur  Bestimmung  von  h^   und  h^   die  Gleichungen 

aufstellen,  woraus 

\-±Vh  h  =  +  Vl' 

Die  gesuchten  Gleichungen  sind  sonach 

(22/  -  o;  -  11)  + 1^  (2t/  ~  3a;  -  5)  =  0, 

(22/  -  a;  -  11)  - 1/|(22/  -  3a;  -  5)  =  0. 

325.  Da 

— 122/ -f  25a; -11  =  22/  +  3a;  -  5  —  2(7y  —  llx-\-  3)  =  0, 
372/ -52a; +  10  =  22/+  3a;  -  5  +  5(72/ -  Ha;  +  3)  =  0, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  \  und  h^  die  Relationen 

Die  Gleichungen  des  gesuchten  Strahlenpaares  sind  demnach 
22/  +  3a!  -  5  +  i)/lÖ(7i/  -  Ha;  +  3)  =  0, 
22/ +  3a;  —  5  —  i)/lÖ(72/ -  Ha;  +  3)  =  0. 

Beide  Strahlen  sind  imaginär. 


m 
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326.  Nehmen  wir  an,  daß  die  Gleichungen  des  vierten 
Strahlenpaares,  welches  mit  jedem  der  gegebenen  ein  harmonisches 
Büschel  bildet,  L^  -f  li-^L^  =  0,  L^-{-  \L^  =  0  seien,  so  lassen 
sich  nach  Lösung  323  folgende  Gleichungen  aufstellen: 

h\  —  i(^i  +  ^2)  (^1  +  ^2)  +  ^1^2  =  0, 
W  —  k^h  +  ^4)  (^1  +  ^2)  -\-W=^  0, 
W  —  y(^5  +  ^^  ih  +  h)  +  ^1^2  =  0. 

Eliminiert  man   aus    diesen   Gleichungen  y(Äi  +  ^2)   "^^  ^1^21   ^° 
erhält   man   die   Bedingungsgleichung,    welcher   die   Parameter   \, 


\i  ^3>  ^41  \i  \  genügen  müssen,  nämlich 


1  1 

h  +K     K  +  h 


hh 


*5"6 


=  0. 


==  0  ist,   so   befinden   sich   die  drei  Strahlen- 


1 

327.  Man  findet 

hl  =  3,    J12  =  —  1,    ^3=5,    ^4  ==  2,    \  =  1,    \=  3,5. 
111 
Da  2      7     4,5 

—  3   10     3,5 
paare  in  Involution. 

328.  Da  in  diesem  Falle  \  =  0,  Ji^  =  00  ist,  so  geht  die 
in  der  Lösung  326  gefundene  Bedingungsgleichung  über  in 
fifi  -  »•1^2  =  0. 

329.  Betrachtet  man  die  beiden  ersten  Geraden  als  Funda- 
mentalstrahlen  des  Büschels,  so  findet  man  f^  =3,  /"g  =  8,  r^  =  4, 
rg  =  6,     Die    drei  Strahlenpaare   befinden   sich   also  in  Involution. 

330.  Mit  Hilfe  der  gegebenen  Eelation  findet  man  leicht 
feg  =  13,  ^2' "=  —  ^»  V=  2,5;  demnach  sind  die  Gleichungen  der 
Strahlenpaare 

|27a;4-    2/—    2  =  0,      (llx—    y  =  0, 
l67a;+9«/  — 10  =  0;     l23a;  +  9«/ —  8  =  0; 
8a;  4-  6«/  — 5  =  0, 
29x  —  dy-i-l=0. 
Man    kann    annehmen,    daß    die    Involution    durch    die 


331 

Relation 


fejfeg  ~  ^(^1  +  ^2)  +  ^  =  ^ 


bestimmt   ist,    und    ersieht   leicht,    daß   einem   Werte   von   Äj    nur 
ein    ganz    bestimmter   Wert    von    feg    entspricht,    daß    ferner    eine 
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Veränderung  der  Relation  nicM  eintritt,  wenn  man  \  und  h^  mit- 
einander vertauscht. 

332.  Bezeiclmet  man  die  Gleichung  des  gesuchten  Strahles 
mit  i^  +  1*2X2=  0,  so  läßt  sich  die  Größe  r^  eindeutig  durch  die 
Relation 

111 

h  +  ^2     h  +  h     ^1  +  *  2     =0 

n"l"'2  ^1"2  **1*'2 

bestimmen. 

333.  Betrachten  wir  die  beiden  ersten  Geraden  als  Fimda- 
mentalstrahlen  des  Büschels,  so  finden  wir 

lci=0,    Jc^=  oo]    ^1  =  2,5,    ^2=4;    *'i  =  2,    r^^  5] 

demnach  ist  die  Gleichung  des  sechsten  Strahles 

31a;  +232/4-22  =  0. 

334.  Nach  Lösung  323  findet  man  leicht  die  Gleichungen 
der  beiden  Strahlen 

5a;  +  y  —  11  +  2)/6(3a;  -  2«/  +  l)  =  0, 

5a;  +  2/  -  11  —  2-)/6(3a;  -  2«/  +  l)  =  0. 

335.  Nach  Lösung  326  genügen  die  Parameter  \  und  Äg 
zweier  entsprechenden  Strahlen  der  Involution  der  Relation 

wenn  Tc^  und  Jc^  die  Parameter  der  harmonischen  Strahlen  sind. 
Um  die  Parameter  der  Doppelstrahlen  zu  finden,  setzt  man 
\  =  1i2  =  h  und  erhält 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

h  =  \   und    h  =  Äg. 

Daraus  folgt:  In  einem  involutorischen  Strahlenbüschel  können  nur 
zwei  Doppelstrahlen  vorkommen,  und  zwar  fallen  dieselben  mit 
den  beiden  Geraden  zusammen,  welche  mit  jedem  Strahlenpaare 
der  Involution  ein  harmonisches  Büschel  bilden. 


336.    Die    Parameter    r^    und 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1  1 


^2    der    beiden  Doppelstrahlen 


\    I     "'2 


h  +  \ 


1 

2r 

o 


0. 
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337.  Da  hier  \  =3,  Äg  =  —  1,  A3  =  5,  h^  =  2  ist,  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Parameter  der  Doppelstrahlen 
die  Relation 

111 

2       7     2  *•    =  0, 
-  3     10     r^ 
oder 

5r2— 26r  +  41  =  0, 

woraus    sich    r^  ==  — ^ — >    r^  =  — - —    ergeben.      Die    Doppel- 
strahlen   sind    also    imaginär    und    entsprechen    den    Gleichungen 

5a;  -  32/  +  2  4-  — ^  (^  +  2^/  - 1)  =  0, 

5a;  _  32/  +  2  +  i^-g-^  (a;  +  22/  -  1)  =  0. 

338.  Betrachten  wir  die  beiden  ersten  Strahlen  als  Funda- 
mentalstrahlen des  Büschels,  so  sind  die  Parameter 

h^  ==  0,    Äg  =  00,    /<3  =  2,    /?4  =  5 ; 
demnach  ist  r^  =  -f  1/IÖ,  »"2  =  —  "/lÖ. 

Die  Gleichungen  der  beiden  reellen  Doppelstrahlen  sind  sonach 
IIa;  -  22/  +  7  +)/iÖ(4ä;  +  52/  +  3)  =  0, 
IIa;  -  22/  +  7  — >/lÖ(4a;  +  52/  +  3)  =  0. 

339.  Sind  \  und  itg  die  Parameter  der  beiden  gegebenen 
Doppelstrahlen,  so  reicht  zur  Bestimmung  entsprechender  Strahlen 
des  involutorischen  Büschels  die  Relation 

W  —  T  Qh  +  ^2)  (^1  +  ^2)  +  ^1^2  =  0 
aus. 

340.  Die  Parameter  der  beiden  Doppelstrahlen  sind 

^       —      Q  f^^    —i     ^, 

Da   ferner   der  Parameter   des   gegebenen   Strahles   h^=  1    ist,   so 
ergibt  sich 

Die  gesuchte  Gleichung  ist  daher  . 

59a;-f  I62/  — 2  =  0. 

341.  Je  zwei  entsprechende  Strahlen  liegen  symmetrisch  zu 
den  beiden  Doppelsti-ahlen ;  d.  h.  die  Winkel  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  werden  von  den  Doppelstrahlen  halbiert. 
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342.  Ist    k^    der    Parameter    der    beiden    zusammenfallenden 
Doppelstrahlen,  so  ist  die  Eelation 

kj^  —  \  (Äi  +  Äj)  +  ÄjÄg  =  0. 

Entwickelt  man  diese  nach  \  oder  Äg,  so  findet  man,  daß  eine 
dieser  Größen  gleich  \  sein  muß,  während  die  andre  jeden  be- 
liebigen Wert  besitzen  kann.  Liegen  demnach  die  Doppelstrahlen 
eines  involutorischen  Strahlenbüschels  in  einer  Geraden,  so  wird 
ein   Strahl  von  jedem  Paare   mit   dieser   Geraden   zusammenfallen. 

343.  Die  gesuchten  Strahlen  halbieren  die  Winkel  der  beiden 
Doppelstrahlen.     Die  Gleichungen  der  Doppelstrahlen  sind 

»(2  + 2l/|) -^1  +  3l/|) -11 -6l4=0, 

^(2-2>^)-x(l-3l/|)-ll  +  5VT=0, 

demnach  die  Gleichung  der  lotrechten  Strahlen,  welche  sich  gegen- 
seitig entsprechen, 

y(2  +  2l4)-x(l  +  3}/|)-ll-6y| 
S,(2-2Vl)-^(l-3l4)-U+6}/ 


y 


loi-ulZ-f 


5 

-=0. 


5  '5 

344.  Bezeichnen  wir  die  Parameter  der  beiden  gesuchten 
Strahlen  mit  \,  Äg,  so  lassen  sich  zur  Bestimmung  derselben  die 
beiden  Gleichungen 

\h^  —  a^{\  -f  Äg)  +  &i  =  0, 

W  —  a^{\  +  /jg)  +  &2  ^  0 
aufstellen,  in  denen  a^  und  h^  von  \^  k^,  k^,  k^,  dagegen  a^  imd 
ftg  von  rj,  rg,  rg,  r^  abhängig  sind.    Die  Auflösung  der  Gleichungen 
führt  zu  dem  Resultate,  daß  nur  ein  Strahlenpaar  existiert,  welches 
der  gestellten  Anforderung  genügt. 

345.  Da 

J-i  (x  cos  «j  -f  2/  sin  «j  —  p^)  -f  ^  (a;  cos  Og  +  ^  sin  a^  —  Pj) 

+  Ä^(x  cos  «3  -f  y  sin  «3  —  pg)  ^x  C08  q>-{-y  srntp  —  ö  =  0 

sein   muß,   so   ergeben   sich  zur  Bestimmung  von  Ä^,  A^,  Ä^   die 

Eelationen         .  ,     .  ,     . 

Aj^  cos  cc^-\-  A^  cos  «2  -|-  A^  cos  «g  ==  cos  cp, 

A^  sin  «1  +  A^  sin  «g  +  A^  sin  a^  =  sin  9, 
aus  denen  sich  die  gesuchten  Werte  leicht  ermitteln  lassen,  nämlich 
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A--. 


A  —  j 


COS  g)  cos  «2  cos  «3 

sin  cp  sin  a^  sin  «g 

^       Pa       Ps 

cos  «1  cos  «2  COS  (p 

sin  «j  sin  «g  sin  9p 


A  = 


cos  ßTj  cos  cp  COS  «3 

sin  ßj  sin  cp  sin  «3 

cos  «j  cos  «2  cos  Kg 

sin  «1  sin  «g  sin  «3 
l'i       P2      Ps 


346.  Die  Höhen   des  Fundamentaldreiecks   mögen  mit  h^,  /?2, 
Äg,  die  Abstände  der  Ecken  desselben  von  der  Geraden 

a^Xj^  +  a^x^  +  a3a;3  =  0 
mit  ö!i,  (?2J  ^3  bezeichnet  werden.  Setzt  man  in  den  Ausdruck 
a^iCiH- «2^2~l"  %%  ^i®  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden 
Fundamentallinien  x^  =  0^  x^=  0  ein,  so  ist  der  Wert  desselben 
gleich  (?i,  dem  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Geraden  a^x^-{-  a^x^ 
+  «3^3  =  0,  multipliziert  mit  einer  Konstanten  Je.  Da  aber  in 
diesem  Falle  iCj  =  Äj,    X2^=  0,    Xq=  0   ist,  so  ergibt  sich 

In  entsprechender  Weise  findet  man  a2\  =  T<'dii  «3^3  =^«^31 
also  ist  j      j      j 

"1      "'t      ^s 

«1 :  «2  :  %  =  ;^  :  ^  :  ;^' 
■^  (%  X^  +  «2^2  ~r  ^^3)  =  ^  "^1    "    "^  ^2  ~r  ^  ^3  ^^  ^" 

Zu  demselben  Kesultate  gelangt  man  durch  Vergleichung  der 
Werte  der  Koeffizienten  Ä^,  J-g,  Ä^  der  vorigen  Lösung  mit  dem 
Eesultate  der  Lösung  80.     Man  findet  dann 

JÄ^=  —  of^sinJ-,    /IÄ2=  —  d2sinB,    JÄ^=  —  cZgSinC, 

J  =  —  \sinA=  —  7*2  sin  J5  =  —  \  sin  (7, 

wo  -4,  B^  G  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  sind. 

347.  Zur  Bestimmung   der  Konstanten  a^,  a^,  «3   erhält  man 
die  Gleichungen 

5  «1  +  2  «2  +  «3  =  1?    —  2  «j  —  «2  +  %  =  2, 

a^—  3a2+  «3=  —  4; 

demnach  ist  die  gesuchte  Gleichung 

20  -y    ,   39  -r^    ,   45  7  _  ^ 

~  23  ^1  +  23  -^1  ~r  23  '^l  ~  ^• 

348.  Sind   7j,   ?2J   ^3   die   Längen   der   Seiten,   Ä^,   Äg,  h^   die 
Höhen  des  Fundamentaldreiecks,  so  ist 

\{hx^+hx^-¥h^^)-=J.   oder   1^  +  1^  +  1^  =  1. 


Homogene  (trimetrische)  Pimktkoordinaten. 
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«2  «s 

«2' «3' 

: 

«8»! 

«s'«/ 

: 

«1  «2 

349.  Setzt  man  Ä;|  =  Aa,  iTg^^^^j  ^3=^c,  so  ist  nach  der 
vorigen  Lösung 

_  2Ja  _  2Jb  _  2Jc 

350.  Die  Lage  des  Schnittpunktes  ist  für  relative  trimetrische 
Koordinaten  bestimmt  durch  die  Relation 

für  absolute  Koordinaten  hat  man  die  Bedingung  \Xi-{-  1^X2 -{-  l^x^ 
=  2/  (vgl.  Lös.  348)  hinzuzufügen. 

351.  Die  Lage  der  Schnittpunkte  ist  für  relative  trimetrische 
Koordinaten  bestimmt  durch  die  Relationen 

X^  =  0,     0^2 •'^2    •"  ^S'^3  ^^  ^> 

oCq  —  v/.    ci-i  x-t  ~|~  t*Q  cco  —  yj  1 

Xq  =  0,    a^x^  +  «2%  "=  ^• 

Betreffs   Übergang   zu   absoluten  Koordinaten   siehe  vorige  Lösung. 

352.  Bezeichnet  man  die  gesuchte  Gleichung  durch 

1     1  "•     ^^     9     *"      3    3  ~~^  ^5 

so  erhält  man  zur  Berechnung  der  unbekannten  Quotienten  — »  — 
die  beiden  Relationen 

a^x^  -\-  a^x^  +  «33^3'  =  0,    a^x^'  +  «2%"  +  ^^s"  ==  0. 
Als  Gleichung  der  Geraden  AB  findet  man  demnach 
(x^  x^  —  x^  x^  )x^-\-  \X^  X-^        ajj  x^  ja?2  +  \X^  x^        x^  Xj^  jx^  =  0. 

353.  Aus  der  vorigen  Lösung  folgt  die  Bedingung 

Xi     X2     Äj 
r" t" r" 

*A/-t  *A^Q         »A/Q 


in     III     III 

**'1         •Ä'O        *^fl 


=  0.     (Vgl.  Lös.  56.) 

354.  a^Xj^  -^  a^x^^  a^x^  +  Jc(aj^'xj^  +  ajx^  +  ag'aJg)  =  0 

oder  (%  4-  'ka-^)x^  -f  («2  +  ^^2)^2  +  (%  +  ^«3')  ^8  =  ^• 

(Vgl.  Lös.  115.) 

355.  (a/a?/  +  a2'iC2'  +  «3'%')  K  %  +  «2  ^2  +  «3  ^3) 

—  (ai  a;/  +  «2  «^2'  +  «s  ^3')  («/^i  +  «2' ^2  +  «3' ^3)  =  ^ 
oder  { (tti  a^'—a^  a/)  x^'  +  (a^  «3'  —  a^  a/)  ajg' }  a?! 

+  { («2 «3'  —  «3 «2') ^3'  +  («2«/  -  ai(h')^i'}^2 
+  { («3«i'  —  «i«3')^i'  +  («3  «2'  —  «2  «3')  ^2'}  ^3  =  0, 
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+ 


356. 
357. 

«1  «2 


«1    «2    «3 
«l'  «2'  «3' 


*1    Ö2     ^3 


=  0.     (Vgl.  Lös.  82.) 


&1  &2 

»1  «3 
&l'&3' 


«1  «2 
&162 


'1  ''S 


&I&3 
V 


&>/ 


(«laJi  +  aäajg  +  agüjg) 


(a/iTi  +  a^'x^  +  Og'iTg)  =  0. 


358.  Die   Gleichung   der   Geraden,   welche    durch   den  Punkt 
iCi  ==  0,   x^=  0   geht,  ist  ^'a?!  —  ajj'ajg  =  0, 

ajg  ==  0,  ajg  =  ü   „   „  ajg  a?2   ^2  *'^3  ^^  ^> 

ÄJg  =  0,   a;^  =  0     „      „    Xj_   ÄJg     iJ's  Ä?!  =  0. 

359.  Die  Gleichungen  der  Verbindungslinien  sind 

«23^2  +  ^^3^3  ==  ^;      %*1  +  %^3  =  0. 

Den  Schnittpunkt  findet  man  durch 

(absolute  Koordinaten). 

360.  Die  Gleichungen  der  Diagonalen  sind 

Cv|  *t/<    "T~    Ctg  ivo   "^    tto  i^/g  ~ —    V«         Ct|  *</-|    """"    (ta  COa  • — '•    \Jy        COo   =^    V/. 

Für  die  Schnittpunkte  derselben  gelten  (außer  l^x^-}-  l2X2-\- 1^x^=27 
bei  absoluten  Koordinaten) 

für  den  ersten   die  Relationen  x^:  X2  =  a^:  a^,  x^:  x^=  —  «g :  2 a^ ; 
„      „    zweiten  „    .         „  ^3^^  0,  x^  :  x^  =  cio  '■  a^^] 


dritten 


0, 


x^ :  X2 


a« :  ttt 


361.  Nimmt  man  die  Lage  des  Vierseits  wie  in  der  vorigen 

Aufgabe,  so  sind  die  absoluten  Koordinaten  der  drei  Halbierungs- 
la^a^'  Xa^a^'     Xa^a^  ■\-\     —tag'         a^yi,    v.aJ\a^\i 

punkte: 1--»  -  — 3— '  2 "'  ~2~'  ""T'  2 5 


-^,    -^,     0,   wo   l 
2J" 


2/ 


2J- 


—   «j   ttg'  Zj    —   ttg  «/  ^2    +  Oj   »i'  ^3 


Oi'^s-«s'^i 


fi  =  — ^ -,-  ist.    Nach  Fortlassung  gemeinsamer  Faktoren  erhält 

man  die  einfacheren  relativen  Koordinaten:  —  «g 0^3' ^31  —  ^s^^ih^ 
2  a^  tti  tg  ^2  %  ^1  %  ^1  ^2  5  ^3  %  ^2  ^2  %  '3 1  %  %  1  %  %  3» 
2a2%'Zg — a^a^l^  —  02*3'^!;  h^  hi  0.  Die  Determinante  dieser 
Koordinaten  ist  =  0. 
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362.  Faßt  man  x^=  0  als  Diagonale  auf,  so  erhält  man 
a^i  =  0,   iPj  =  0 ;    Xj^:Xiix^  =  x^ :  x^ :  a;,',  \x^  +liX^-\-  \x^  =  2 J"; 
ajj  =  0,   iKg  :  ajg  ==  arg' :  ajg',    \x^-\- l^x^-\- \x^==2J', 
a-2  =0,   iCj :  ajg  =  aJi' :  aig',    \Xi  +  ?2%  +  ^3^3  =  2/; 


^»      •*'3  —  ^»      •''2  —  ^»      ''^S 


0. 


363.  Es  seien  (siehe  Fig.  6)  die  Gleichungen  von  AC  »1  =  0, 
von  JBC  OTg  =  0,  von  AB  x^  =  0,  von  GH  a^x^  +  020:2  +  a^x^  =  0; 
das  Vierseit  werde  gebildet  von  den 
Geraden  CG,  CH,  GL,  LH.  Dann 
sind  die  Gleichungen  der  gesuchten 
Verbindungslinien :  PA)  x^  %'  —  x^  x^ 
=  0,  P5)  x^x^—x^xl=  0,  PO)  x^x^— 


x^x-^ ^  0,    PL)  x.^{- 


^3') 


+  o^i  (^  ajg'  +  «1')  +  x^   (^  a;/- 

^  x^)  =  0,    PG^)  a?! arg' Ol  +  x^{—  x^'a^  —  x^a^  +  a;3a;2'a3  =  0, 

Pfl)  a?!  (a^g'og  +  «'s' «3)  —  ^i^tfh  ~  ^s^i'^^^s  =  0.  Faßt  man  die 
beiden  Strahlen  PA  und  PB  als  Fundamentalstrahlen  i^  und  L^ 
auf  und   drückt   die   Gleichungen   der  übrigen  in   der  Form  L^  + 

fL^^O     aus,     so    ergibt    sich    für  PC)    f^=  —  ^,,    PL)   f^  = 


PG)f, 


«1^:1'+  «8  < 


PS)f^- 


Es   läßt  sich  nun  sehr  leicht  zeigen,  daß  die  Werte  /i,  /i',  /"g,  ^2' 
der  Bedingung  in  Lösung  328  genügen. 

364.  Es  seien  die  Gleichungen  der  vier  harmonischen  Strahlen 
(siehe  Fig.  7): 

[AGB)  Xj  =  ajg  +  wajg  =  0,      {BFB)  L^^x^  +  nx^  =  0, 


[AEF)  Lj' 


mX( 


=  0,    \beg)  L 


Für  die  Koordinaten  der 
Schnittpunkte  D,  E,  F  und  G 
bestehen    dann    die    Relationen 

D)  a;i :  a-g :  a^g  =  w  :  m  :  —  1, 

E)  a^i :  a^g  :  a^g  =  w  :  m  :  +  1, 

F)  »1 :  a^g :  ajg  =  —  w  :  m  :  +  1, 

G)  x^:  x^:  x^  =  n  :  —  m  :  -\-  1. 

Femer    ergeben    sich    als      a^ "^      ^^^'  '• 

Gleichungen    von    DE)    ig  =  wa?!  —  «ajg  =  0    und    FG)    ^3'  = 
mx^  +  nx^  =0.     DE  und  i^6r  gehen  also  durch  die  Ecke  C  des 
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Fundamentaldreiecks  und  bilden  mit  den  Seiten  ic^  =  0  und  aJg  =  0 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel.  Die  Figur  DFEG  ist  ein 
vollständiges  Viereck,  dessen  Diagonalpunkte  die  Ecken  des 
Fundamentaldreiecks  sind, 

365.  Die  Bezeichnung  sei  die  der  vorigen  Aufgabe.  Die 
harmonischen   Strahlen   mögen    dann   folgende   Gleichungen  haben: 

Xi  +  TcLj'  =  x^(l  +  lc)  -\-  mxs{l  —  fc)  =  0, 
Lj^  —  JcLi  ^x^(l  —  Je)  +  mx^{l  +  fc)  =  0, 

fXg  +  IL^'  =  Xi(l  +  0  +  nxs(l  -  Z)  =  0, 
[ig  —  IL^'  =  x^ll-  l)  +  nxj^l  +  Z)  =  0, 

[Xg  +  JiL^  =  mx^{l  +  ä)  —  ^0:2(1  —  ä)  =  0, 
ig  —  ÄXg'  =  mx^  (1  —  7t)  —  nx^  (1  +  A)  =  0. 

Die  Bedingung,  daß  die  Strahlen  L^  +  TcL^  =0,  L^-\-  IL^  =  0, 
ig  4-  ^ig'  =  0  durch  einen  Punkt  gehen,  läßt  sich  leicht  auf  die 
Form  bringen:  (l  -[- h)  (l  +  Ti)  (l-l)-{l-  Je)  (1  -  Ji)  (1  +  l) 
=  0.  Dies  ist  aber  auch  die  Bedingung,  daß  die  drei  übrigen 
Strahlen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

366.  Ein  beliebiges  vollständiges  Viereck  ZXr^i^  (siehe  Fig.  7) 
habe  die  Diagonalpunkte  A,  B,  C.  Dann  kann  man  ABC  als 
Fundamentaldreieck  annehmen  und  als  Gleichung  von  AD)  x^-\- 
mx^=  0,  von  BD)  %  +  nx^  =  0  setzen.  Hieraus  folgt  für  die 
Koordinaten  von  D)  x-^:  X2:  x^=  n  :m  :  —  1  und  als  Gleichung  von 
CD)  mx^  —  nx^  =  0.  Setzt  man  nun  als  Gleichungen  von  AF) 
x^  +  m'ajg  =  0,  von  BC)  x^-{-  n'x^  =  0,  von  CF)  x^  +  l'x.^  =  0, 
so  ergeben  sich  als  Bedingungen  dafür,  daß  durch  G,  F  und  E 
je  drei  von  den  genannten  Strahlen  hindurchgehen,  die  Gleichungen 
n'  -\-  l' m  =  0,    n  -\-  l'm'  =  0,    —  nm'  +  »wn'  =  0.      Hieraus     folgt 

zunächst   l'  =  -\ :    nur    das    obere  Vorzeichen    kann    gelten,    da 

sonst  GF  und  DE  zusammenfielen;  ferner  «'  =  —  n  und  w!  = 
—  m.  Welche  Strahlen  bilden  also  die  Büschel,  welche  sind  ein- 
ander zugeordnet? 

367.  a)  Die  (absoluten)  Koordinaten  der  Schnittpunkte  derGeraden 
mit  den  drei  Fundamentallinien  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

a^X^  +    «giCg  =    0,        Ij^X^  +    ZgiCg  =  2  J] 

a^x-^  -\-  a^x^=  0,    \x^^  +  l^x^  =  2/ 
und  lassen  sich  zur  Konstruktion  verwenden. 


Homogene  (trimetrische)  Punktkoordinaten.  63 

b)  Die  Geraden,  welche  den  Gleichungen 

«1%  +  «2^2  =  Öj      «2^2  +  «S'^S  =  <^»      «3^3  +  %^1  =  ^ 

entsprechen,  sind  die  Ecktransversalen  des  Fundamentaldreiecks, 
welche  nach  den  Punkten  gehen,  in  denen  die  Seiten  x^  =  0, 
X2==0,  iCg  =  0  von  der  Geraden  a^x.^-^  a^x^-h  a^x^^  0  ge- 
schnitten werden.  Diese  Ecktransversalen  teilen  aber  die  Winkel 
des  Fundamentaldreiecks  so,  daß  sich  die  Sinus  der  Teile  wie 
—  «1 :  «2  >  —  <^2  •  % »  —  «3 :  a^  verhalten.  Teilt  man  demnach  die 
Winkel  des  Dreiecks  in  der  angegebenen  Weise  und  verlängert 
die  Teilungslinien,  bis  sie  die  Seiten  des  Dreiecks  durchschneiden, 
so  ist  die  Lage  der  Geraden  durch  diese  drei  Schnittpunkte 
bestimmt. 

368.  Die  Gerade  bildet  mit  je  zweien  der  Fundamental- 
linien Dreiecke,  deren  Höhen  die  gesuchten  Abstände  sind.  Durch 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Fundamentallinien  lassen 
sich  je  zwei  Seiten  dieser  Dreiecke  ermitteln,  daraus  die  dritten 
Seiten,  Inhalte  und  Höhen.  Man  findet  für  die  gesuchten  Abstände, 
wenn  7?j,  Äg,  h^  die  Höhen,  A,  B,  (7  die  Winkel  des  Fundamental- 
dreiecks sind, 

wo  B  =  ai^+  «2^+  ^3^~  202^3  008-4.  —  2aia3CosJ5  —  20^02008 (7 
ist  (vgl.  Lös.  346). 

369.  Nach  der  vorigen  Lösung  ist  ai=^"/i?,  03==  v^")/^, 
O3  =  j^YB^  während  aus  Lösung  346  folgt,  daß  A^=^i  A  =  ^^5 

Ä^=  -^  ist.  Der  gesuchte  Faktor  ist  also  — =  (Bedeutung  von  B 
in  der  vorigen  Lösung). 

370.  Die  Gleichungen  zweier  parallelen  Geraden  in  der 
Normalform  sind 

xcosip  -\-  ysinq)  —  6  =  0, 

X cos q)  -{•  y sin g)  —  6  —  0^=  0. 

Führt  man  homogene  Koordinaten  ein  und  benutzt  dabei  die  in 
Aufgabe  345  gebrauchten  Ausdrücke,  so  erhält  man  für  die  erste 
Gerade  Ä^^x^ -\- Ä^x^ -\- Ä^x^  =  0,  dagegen  für  die  zweite 
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+(• 


A  +  ''"°';""-Vs  =  o, 


oder  wenn  man  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  mit  A,  JB,  (7 
bezeichnet, 

Da    nun    der    Ausdruck    x^sinA  +  iPg  ^^^  ^  +  ^3  si^  ^   einen    kon- 

stauten   Wert   besitzt,    nämlicli   ^ »    so    folgt,    daß    sich   die 

Gleichungen   zweier  parallelen   Geraden   in   (absoluten)    homogenen 
Koordinaten  nur  durch  einen  konstanten  Addenden  unterscheiden. 

371.  a)  Wir  nehmen  an,  es  seien  a^^^JA^,  a2=^/dA2,  a^^^JA^, 
dann  ergeben  sich  die  Gleichungen 

(%  +  dsinA)x^  +  («g  +  dsiD.B)x2  +  («g  +  d^sin  G)x^  =  0, 

(a^  —  ds,mA)x-^  +  («a  —  ^sin-B)a;2  +  («3  —  dsi.n.C)x^=  0. 

b)  Haben  a^,  «2»  <^3  nicht  die  bestimmte  Bedeutung,   sondern 

sind,    was    im   allgemeinen    der   Fall   ist,    nur   den   Größen   ^A^^ 

^A^,   ^A^  proportional,   so  kann  man  gemäß  den  Lösungen  346 

und  368   setzen  z/^,  =  —  d  sin  -d  == ^   \— —  usw.  und  erhält 

T/J2 
als  gesuchte  Gleichung  '' 

wo    J   der  Inhalt,    ?i,   Zgi   ^3    ^^  Seitenlängen    des    Fundamental- 
dreiecks sind. 

372.  Reduziert  man  beide  Gleichungen  auf  die  Normalform 
(Lös.  369),  so  findet  man  mit  Hilfe  der  in  Lösung  345  entwickelten 
Transformationsgleichungen 

A^  cos  «1  4-  -^2  cos  «2  +  -^3  cos  «3  =  COS  gj, 

A^  sin  «1  +  -^2  sin  a^  +  A^  sin  «g  =  sin  g?, 

A[  COS.«!  -f  A[  COS «2  +  -^3  cos «3  =  COSqp', 

A[  sin  «1  +  ^2  sin  ß^2  +  -^3  sin  0^3  =  sin  9)' : 
COS (180  —  ö)  =  cos(g)  —  q)')  =  A^A^'+  A^A^'-^-  A^A^' 
+  (^i^'+  ^^1')  cos  («2  -  «1)  +  {AA'+  AA')  cos  («3  -  «2) 

+  (-^3 A'+  A^s)  cos  («1  -  «3), 

oder    wenn    man    die  Winkel    des    Fundamentaldreiecks    und    die 
Größen  a  und  a'  einführt: 
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YMB'  •  cos  d  =  {a^a2'-\-  a^a^)  cos  0  +  ia,^a^-{-  a^a^')  cosA 

+  (»3«!'+  a^a^') COS B—la^a^'-^-  a^a.^'-^  agaj'}; 
entsprechend  ergibt  sich 


tgö 


YER' .sind  =  (ff3«2'~~  «2%')s"^-^~l~  {P'x^z~  ci^a,i)siaB 

(gg  g  j — a^  o  j)  sin  ^  -f  (03  a[ — a^  a^)  smB -\- {a^a^  — a^a\)  sin  G 

~  o^gl+ggag+^a^^s— («2^3+'*3*2)*^°^-^~("3"i  +  ^i^i)cosJ5  — (gig|+g2gi)cos(7 

373.    In    diesem  Falle   muß   sin  d  =  0   sein.     Die   Bedingung 
ist  daher 


%  «2  «3 

sinJ.    sin  5    sin  C 


0. 


374.  Beiden   Gleichungen  müssen  gerade  Linien  entsprechen. 
Da  nun  für  jeden  endlichen  Punkt 

\Xy-\-  \x^-\-  ^33:3=  2J", 

....               2/sinai 
aj^sm«!  +  iCaSmag  +  3^3  sm  «3  = ^ — *- 

ist,  so  kann  kein  endlicher  Punkt  auf  den  betreffenden  Geraden 
liegen.  Den  beiden  Gleichungen  entspricht  demnach  die  unendlich 
ferne  Gerade.  Zu  demselben  Eesultate  führt  die  vorige  Lösung: 
Da  nämlich  für  je  zwei  parallele  Gerade  die  betreffende  Determinante 
=  0  ist,  so  müssen  je  zwei  parallele  Gerade  nait  der  Geraden 

x^smA-\-  x^  sin J5  +  ÄJg sin C  =  0 
durch  einen  Punkt  gehen.     Dieselbe  ist  also  der  geometrische  Ort 
für  den  Schnittpunkt  je  zweier  paralleler  Geraden,  die  sogenannte 
unendlich  ferne  Gerade  (vgl.  Lös.  292). 

375.  Mit  Hilfe  der  Lösung  373  findet  man 

(«la?!  +  «2^2  +  ^3^3)(^i'  sin  J.  +  x^  sin  J?  +  ajg'sin  C) 
—  (aiaJi'+  «2^2'"'"  «3  3^3')  (^1  sin -4+  a^gSin^  +  aJgSinC)  ==  0. 

376.  iCiSinJ.  +  a^gsin^  =  0,     a;2sin5+ argSinC  =  0, 
3^3  sin  C  +  a?!  sin  J.  =  0. 

377.  Die  Gleichungen  der  Schwerpunktstransversalen  sind 
aTj  sin  J.  —  aJg  sin  JB  =  0,     a;g  sin  S  —  ajg  sin  C  =  0, 

ajg  sin  C  —  a?!  sin  J.  =  0, 

die  absoluten  Koordinaten  des  Schwerpunktes 

_  2J  _  2J  _  2J 

^1-  3^^'     «•2-   3^^'     ^3-  3^- 

Hocbheim,  Aufgaben  a.  d.  anal. Geometrie.  I.  B.  3.  Aufl.  5 
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378.  Die  Gleichungen  der  Verbindungslinien  sind 

—  x^  sin  A  -{-  x^sinB  -^  x^  sin  C  =  0, 

aj^sinJl  —  x^ainB  -^  x^sinC  =  0, 

ajisin  J.  +  x^ainB  —  rCgSinC  =  0. 

Aus    der   Gestalt   derselben   geht  unmittelbar  hervor,    daß  die  Ge- 
raden den  Seiten  x^  ==0,  ajg  =  0,  x^=  0  parallel  laufen. 

379.  Da   in   diesem   Falle   cosd  =  0   ist  (vgl.  Lös.  372),   so 
lautet  die  Bedingungsgleichung 

(«1  »2'+  ttj  a^)  cos  G  -\-  (a^  a^-\-  a^  a^)  cosA  +  (a^  a^+  a^  a^')  cos  B 

—  (aia^-\-  «2^2'+  ^3^3')  =  ^• 

380.  Mit  Hilfe  der  vorhergehenden  Lösung  findet  man 

a,  —  «1  cos  B  —  «2  cos  A  1 


+ 


+ 


ttg  —  «3  cos  A  —  a^  cos  C     1*3 

x^'  x^ 

«3  —  «1  cos  B  —  «2  COS  -^     «1  —  «2  COS  (7  —  «g  cos  5 


«2  COS  C  —  ttg  cos  5       «2  —  ^3  COS  J. 


«1  COS  C 


aJ-2 


a;3=0. 


381.  Die  Gleichungen  der  Höhen  findet  man,  wenn  man  die 
betreffenden  Werte  in  die  (Lös.  380)  gewonnene  Gleichung  einsetzt. 

x^cosA  —  x^co?,B  =  0,     fljgCosJB  —  x^cosC  =  0, 

iCjCOsC  —  iCjCOsJ.  =  0. 

Die  absoluten  Koordinaten  des  Höhenpunktes  sind 

2J"C0SBC0SC  2/008(7008  J.        2J"C0S  J[008  JB 

wo  JV=  ?!  cos  5  cos  C  +  ZgCOsCcos-A  -f  ZgCosJ-cosS  ist. 

382.  Die  Gleichungen  der  Seiten  des  Fußpunktendreiecks  sind 

—  x^  cos  J.  -f  iTg  cos  ^  +  ^z  cos  C  =  0, 
a?! cos  A  —  x^QosB  -\-  x^ cos  0=0, 
x^  cos  .4  +  %  cos  5  —  iCg  cos  C  =  0. 

383.  Die    drei    Schnittpunkte,    deren   Koordinatenverhältnisse 
durch  die  Relationen 
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a?!  cos  J.  -f  rr,  cos  5  =  0,  a^g  =  0 ; 

fljg  cos  J5  +  üjg  cos  C  =  0,  a?!  =  0; 

a?g  cos  C  +  a?!  cos  ^  =  0,  a^g  =  0 

bestimmt  sind,  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  der  Gleichung 

x^  cos  Ä  -\-  x^  cos  B  -\-  ajg  cos  C  =  0 
entspricht. 

384.  Die  vier  Lote  vom  Fußpunkte  der  Höhe  auf  a^^  =  0 
haben  die  Gleichungen 

—  sin  ÄsiaBx^-i-  x^  cos^  B  —  x^  cos  BcosC  =  0, 

—  sin  J.  sin  C  a-j  —  arg  cos  5  cos  C  +  x^  cos^  C  =  0, 
sin  ^  cos  Cxj^  —  cos  B  sin  Cx^-h  sin  C  cos  (7  a^g  =  0, 
sin  ^  cos  Bxi-{-  sin  J5  cos  Bx^—  sin  5  cos  C  Xg  =  0, 

ihre  Fußpunkte  die  relativen  Koordinaten:  cos^-B,  sin -4.  sin  J?,  0; 
cos^C,  0,  sin ^  sin  C;  sin  C,  tg5,  cos^tgC;  sinJB,  cosJ.tgJ?,  tg  (7. 
Alle  vier  Fußpunkte  liegen  auf  der  Geraden 

x^  sin  A  sin  J5  sin  C  —  x^  cos^  BsinC  —  x^  cos^  C  sin  5  =  0. 

385.  Die  Halbierungspunkte  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks sind  bestimmt  durch  die  Relationen 

a^i  =  0,  ajg sin.B  —  a^gSin  C  =  0;     a;^  ==  0,  a^g sin  C  —  x^  sin  J.  =  0; 

ajg  ==  0,  x^  sin  J.  —  x^  sin  J?  =  0. 

Bei  Einsetzung  dieser  Werte  führt  die  Gleichung  in  Lösung  380  zu 
folgenden  Resultaten 

XySm{B  —  (T)  •{■  x^iuxB  —  Xg  sin C  =  0  (Lot  auf  x^  =  0), 

—  x^siD. Ä  -\-  x^  sin [C  —  Ä)  +  x^sin  C  =  0  (   „     „     x^  =  0), 

%sin  Ä  -^  x^sinB  -\-  x^  sin  (A  —  B)  =  0  (   ^,     „     a?g  =  0). 

Für  den  Schnittpunkt  ergibt  sich  aus  zweien  dieser  Gleichungen 
x^':  x^'.x^'  =  cos^ :  cos£  :  cos  C  und  unter  Benutzung  der  Lösung  349 
die  absoluten  Koordinaten 

a;i'  =  r  cos  J. ,    x^  =  r  cos  J5,    afg'  =  r  cos  C, 
wo    r    der    Radius    des    dem   Fundamentaldreieck    umschriebenen 
Kreises  ist. 

386.  Die  relativen  Koordinaten  der  drei  Punkte  ergeben  sich 
aus  den  Lösungen  377,  381  und  385.  Die  Determinante  der- 
selben ist  =  0. 

ö* 
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387.  Die  Gleichungen  der  Lote  (Lös.  380  und  382)  sind 
x^cosC  —  x^cosB  =  0,  XqCOsA~Xj^cosG  =  0,  «"icos^— XgCos-Ä  =  0. 
Der  Schnittpunkt  hat  die  relativen  Koordinaten  cos^,  cos  5, 
cos  C  und  ist  identisch  mit  dem  Schnittpunkt  der  Mittellote  des 
Fundamentaldreiecks  (Lös.  385). 

388.  Die  Gleichungen  von  PA,  PB,  PC  sind  bezüglich 

3      2  2      3  '"^^"^      )         1      3  ""*      3      1  —   ^1      •'^2      1  """      1      2  ~~^  ^' 

Aus  Lösung  380  folgen  die  Gleichungen  der  Lote  und  für  die 
Koordinaten  von  deren  Schnittpunkten  mit  den  Seiten  von  ÄBG 
die  Eelationen 

a;/=0,    x^:xi=^  -Ä,'.+A,',     <=0,    x^:  x^' = -A,:  +  A^; 

x^=0,    xj^'.x^^'^^-A.-.+A,, 

WO 

A^  =  x^'x^'  4-  Ä^i'(—  ^"1'  cos  A  +  a-g'  cos  B  +  iCg'  cos  C), 
A^  =  iCi'iCg'  +  x^{x-l  cos  -4.  —  ajg'  cos  B  +  iTg'  cos  C}, 

■^3  "^  ^i'^g'  +  ^3'  (%'  ^°^  -^  +  ^2'  cos  -^  ~  ^3'  cos  (T) 
ist.     Es  ergibt  sich  nun  sofort,  daß  die  Determinante 

0     -A^     4-^3 
+  ^1     0        -^3    =0 

ist.  -^^+^       ^ 

389.  Für  die  Koordinaten  der  Fußpunkte  der  ersten  Lote 
erhält  man 

ajj  :  ajg  :  ajg    =       [üi^A^  +  «3^3.3)  :  o^xA^ :  a-^A^', 

X.^    '.  X^    '.  X^     =  «2-^1  •         V^X-^X  ~r  ^3-^3/  •  ^2-^3» 

Xj"':x^"':  x^"=  ttg^i :  «3^3 :  -  («1^1  +  «2^2); 
wenn  ^^  =  öTj  —  a^ cos  C —  a3Cos J?,     J-g  =  «2  —  «gcos^  —  a^ cos  0, 
J.3  =  ttg  —  a^  cosB—  a^eosA 

gesetzt  wird.  Die  hieraus  entwickelten  Gleichungen  der  letzten 
Lote  haben  die  Determinante 

ai(— ^3C0sC  + J-gCosJ?),  cos  5(02 ^2+ ^3 ^3) —  ^1-^31  «i-^g— cos C («2-42 +^3-^3) 
«2-4.3— cos ^(a^-Äj-f- «3-4.3),  «2  (— -^1  cos  ^  + -43  cos  C),  cos  C(ai-4j+ «3^.3)— OgA 
cos J. («1^.1 4"  «2 -^2)"" ^8 -^2»  ds-^i—oos Bia^A^-i-  a^A^),  aj^(—A^ cos B-^  A^cosCf) 

Dieselbe  ist  =0,  da  die  Addition  der  wagerechten  Zeilen  zu- 
einander überall  den  Wert  0  liefert.  Wie  läßt  sich  als  Spezial- 
fall dieses  Satzes  folgern,  daß  die  drei  Höhen  des  Fundamental- 
dreiecks durch  einen  Punkt  gehen? 


Homogene  (trimetriache)  Punktkoordinaten.  69 

390.  Bezeiclinen  wir  den  gesuchten  Abstand  mit  d  und  ziehen 
durch  den  Punkt  P  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Geraden,  so 
erhalten  wir  nach  Lösung  371  als  Gleichung  derselben  für  Fall 
a)  und  b) 

(a^ ± d sin Ä) x^ -\-  (a^  :j-  d sin JB) x^ -\-  (a^+  d sin  Cf)x^=  0 

Da  diese  Gleichung  bei  Einsetzung  der  Koordinaten  des  Punktes  P 
zu  einer  identischen  werden  muß,  so  ergibt  sich  mit  Hilfe  der- 
selben für  Fall  a) 

■^  x^sinÄ-{-x^'BinB-\-x^'BmC^ 

für  FaU  b)  +  d  -  1| .  "1X^:^11:^  ■  Hier   sind   .',  .,',  < 

als  relative  Koordinaten  vorausgesetzt.  Für  absolute  Koordinaten 
vereinfachen  sich  die  Formeln  gemäß  Lösung  348. 

391.  Sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

a^x^  +  a^X2  +  a^x^  =  0    und    a^^x^  -f  a^'x^  +  a^'x^  =  0, 

so  folgt  aus  der  vorigen  Lösung,  daß  die  Winkelhalbierenden  die 
Gleichung  haben: 

(aj/B'  ±  a/  Ye)  x^  +  {a^f^  ±  a/  y^)  x<^  +  {a{^  ±  a^'YB)  x^  =  0. 
Über  die  Bedeutung  von  R  bzw.  JR'  siehe  Lösung  368. 

392.  Aus  der  vorigen  Lösung  und  382  ergeben  sich  als 
Gleichungen  der  Halbierungslinien 

x^cosA(yi^±YR)— x^  cos  B(}/B'^^YB)-{- x^cosC{Y^^yB)  =  0 

und  zwei  entsprechende  Gleichungen,  wo 

B  '^'JRf  =  cos*  Ä  +  cos*  B  +  cos*  C  -{-2cosÄ  cos  B  cos  C 

ist.  Bei  Benutzung  der  oberen  bzw.  unteren  Vorzeichen  ist  die 
Gleichung  x^^  0  bzw.  x^  cos  B  —  iCg  cos  C  =  0  (vgl.  Lös.  381). 

393.  Die  relativen  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind  0,  1,  1; 
1,  0,  1;  —  1,  +1,  0.  Die  Determinante  dieser  Koordinaten 
ist  =  0. 

394.  iCj  cos*—  —  x^ cos*-^  =  0,   x^ cos* -^  —  flJj cos*  ^  =  0, 


2       «-2 —  2         '   "^2     "   2       '-8-—   2 

C  A 

jTgCOS*^  —  JiCOS*-r^  ==  0;    vgl.  Lösung  286. 
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395.  iTj  sin^  "2  —  ^2  s^^^  ¥  "^  ^'    ^2  sin^  -^  —  ajg  sin*  2"  ^  ^' 

G  Ä 

aJgSin*—  —  aJiSin^-g  =  0;    vgl.  Lösung  285, 

396.  Als  relative  Koordinaten  kann  man  für  den  ersten  Punkt 

setzen  1,  1,  1,   für   den   zweiten  (Lös.  377)-: — 71  -. — =5»     .    „>  für 
'     '     '  ^  ■'  ainA     BiaB     sinC 

den  dritten  (Lös.  395) 7» ^'    pr  •     I^ie  Determinante 

sin*—     sin*—       sin*  — 
2  2  2 

dieser  Koordinaten  ist  =  0. 

397.  Nach  Lösung  352  ist  die  Gleichung  der  Geraden  P'P*' 

a^x^-i-  0^X2+  a^x^^  0, 

WO        C*-!    "^—   *J0o    v^Q       ^^   vOo    ivo     %        Wo  ' — '   tX/Q    OC-*       ~~"  PO-i    üOo     •        CvQ  "■""    (Xz-t     Qua     ■^^  jOa    'JO-t 

ist.  Bildet  P'  P"  mit  der  Fundamentalgeraden  äJi  =  0  den  Winkel  9, 
so  ist  für  absolute  trimetrische  Koordinaten 


PP"= 


sin  qp 


sin  9)  = 


Reduziert  man  nun  nach  Lösung  369  die  Gleichung  von  P  P  auf 
die  Normalform,  so  ergibt  sich  aus  Lösung  372 

a^sinC— OgSin^ «^/'(irg'sinC+ajg'sin^)  — a;/(a;g"sinC7-|-a;j"8inJB) 

yl  yl 

Da  ferner,   wenn  r   der  Radius   des  dem  Fundamentaldreieck 

umgeschriebenen  Kreises  ist,  o^i sin  J.  +  ^Jg  sin J5  +  a^g  sin  C  =  —  ist 
(Lös.  374),  wird 

sin  qp  =  —  •     ^  ^  ^       und     F'P"==     %    > 

^     »*      ys  «^ 

wo  iZ  =  «1*+  «2^+  c^3^"~  2a2«3CosJ.  —  2aia3Cos-B  —  2aia.2COsC, 

l  «_L^  '—l  * 

oder  unter  Berücksichtigung  von  2cos  J.  ==  — j^ ^—  usw. 

B  =  ryy  [^1  (^1 0^2  —  ^2  «1) (^1  »3  —  ^3  «1)  +  h  (h  %  —  ^8  «2)  (^2  «1  —  h  »2) 
*i  "'s  's 

+  h  (h  <^i  —  h  <^s)  (h  (h  —  h  «3)] 

ist.  Mit  Hilfe  der  Relation  \x-^-\- l^x^-^  l^x^^ 'iJ  kann  man 
die  Ausdrücke  l^a^—  l^a^  usw.  leicht  auf  die  Form  2J(xq—  iC3")usw. 
bringen,  so  daß 

Fp^ 

y- ^[U^-^OC^'S -^3")+ ?2«-<')(^/-<')  +  ?3(^l'-%")«-<')] 

wird.     Die  Formel   ist  nur  brauchbar  für  absolute  Koordinaten. 


i 


< 

%' 

Xs' 

<' 

X," 

X3" 

V 

x/" 

<" 
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398.  Der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  hat  die 
absoluten  Koordinaten  iCj'^rcosJ.,  x^=rco^B^  x^'=rcosC,  der 
Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises  Xj^'=  ^a"~  ^3"^  Q-  ^^^  letzte 
Formel   der  vorigen   Lösung   liefert  die   Entfernung  |/r^ —  2rQ. 

399.  Die  absoluten  Koordinaten  des  zweiten  Punktes  sind 
x"=  —  Qaj    ^i"=  ^3"=  Qu-     Die  Entfernung  ist  '|/r^+  2r^a. 

400.  a)  Sind    die    absoluten    Koordinaten    der    Eckpunkte 

so  kann  man  die  Verbindungsstrecke  der  beiden  ersten  Punkte  als 
Grundlinie  g,  den  Abstand  des  dritten  Punktes  von  g  als  Höhe  h 
ansehen.     Nun  ist 

g  =  ^  (Lös.  397),     h  =  c^^xr+ax^'+a^x,'"  ^^.^^  3^^^  _  ^^ 
wo  ^  =    x^"    x^"    x^"      ist;  daher  der  gesuchte  Inhalt  =—--J. 


b)  Der  letzten  Formel  kann  man  unter  Berücksichtigung  von 
\Xi-\-  ^2^2'+  ^3^3'==  2/  usw.  die  Gestalt  geben: 

iJ^rd 

{l,  x,'+ 1,  x,'-\-  J,  x,')(l,  x,"+ 1,  x,"+ 1,  X,")  {\  x,'"^  k  ^,"'+h^s"')' 

welche  auch  für  relative  Koordinaten  brauchbar  ist,  da  der 
Zähler  und  der  Nenner  bezüglich  der  Koordinaten  jedes  Punktes 
homogen  vom  1.  Grade  sind. 

401.  Nach  Lösung  381    setzt  man  die  relativen  Koordinaten 

0,  cos  C,  cosJ5;    cos  C,  0,  cos  .4;    cosJ5,  cos -4,  0. 

Dann  wird  (Lös.  400)  ^  =  2  cos  -4  •  cos  J5  •  cos  C,  während  die 
Faktoren  im  Nenner  bezüglich  Z^,  Zg,  /g  werden.  Der  Inhalt  des 
Dreiecks  ist  daher  ==  2/  cos  -4  •  cos  B  •  cos  C. 

402.  Die  relativen  Koordinaten  sind 

-1,  +1,  +1;    +1,  -1,  +1;    +1,  +1,  -1. 
Daraus  ergibt  sich  der  gesuchte  Inhalt  =  r  (?i  +  ^2  +  ^s)- 

403.  Die  betreffende  Gerade  habe  die  Gleichung 

L  EE  a^x^  +  a^x^  +  «3^:3  =  0; 

dann  kann  man   als  Gleichungen  der  Seiten  des  zweiten  Dreiecks 

setzen 

^jCi)   i  +  Aa^i  =  0,    Ä^ CJ    X  +  ftajg  =  0,    Aj^Bj)    L-\-vx^  =  0. 
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Dagegen  werden  die  Gleichungen  von 

AA^  ftrTg  —  vx^  =  0,    -B-Bj)  vx^  —  Xx^  =  0,    CC^  Xx^  —  [ix^  =  0. 

Es    ist   sofort    ersichtlich,    daß    diese   Geraden   durch   einen   Punkt 
gehen. 

404.  Die  Verbindungslinien  sind 

2     3  3    2    ~~~  v-'j      ^t'Q  **'i  t*/<  *vo    —  V/j      y^-i  iZ/g    "~~~  Xg  X-|    —  \y. 

ihre  Harmonikaien 

^2^3'  +  ^3^2'  ""  ^>    ^z^i  +  ^^3'  —  ^1    ^i'^2'  +  ^2^1'  "^  ^'1 
die  Schnittpunkte  liegen  auf  der  Geraden 

/r  '     '     -r  '  "^   r  ' 

•«'l  •*'2  -^3 
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405.  au  +  hv  -{-1  =0, 

406.  «M  +  1  =  0. 

407.  &v  -  1  =  0. 

40ö.     M  =  -=^7     «;  =  —.. 

409.  Bezeichnet  man   den   Winkel,   den   die  Gerade   mit  der 
positiven  X-Achse  bildet,  mit  «,  so  ist  nach  der  Erklärung  dieses 

Abschnittes    tg  a  = 

410.  In    diesem   Falle   ist =  +  — ;   die  Richtung  aller 

durch  den  Punkt  gehenden  Geraden  ist  also  die  gleiche,   d.  h,  der 
Gleichung  a-^^u  -\-  h^v  =  0  entspricht  ein  unendlich  ferner  Punkt. 

411.  u  =  — =-i h-5    ^  = t:^ Sr* 

tti  Oj  —  a^  Oj  aj^Oj  —  Oj  o^ 

Beispiel,   w  ==  —  ^j     v  =  —  ^• 

412.  u     '''~'"'      -f  V      ""^"""^     +1  =  0. 

Wi  tJg  r-  Wj  Vj^  Wj  Vj   —  Wj  ■»! 

413.  Die  Koordinaten  der  Seiten  des  Dreiecks  sind 

«*i=— 2V  '^1=-^;  ^2=— ^»  v^=—h  %=i'  «'3=-i- 

414.  Die  Koordinaten  der  Seiten  sind 
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Von  den  Diagonalpunkten  liegt  einer  in  der  Unendlichkeit,  die 
beiden  andern  entsprechen  den  Gleichungen 

23z; +  1=0,     fv+l=0. 

415.  ^^^;  +  "^^^  +  '.     Vgl.  Lösung  68. 

I/Wl'  +  Vi« 

416.  Die  Längen  der  Höhen  sind 

h=rsV^,    ''2  =  64/61,    h=%YT3; 
die  Gleichung  des  Höhenpunktes  ist 

417.  '^  u +  ^-^  v-\- 1  =  0  oiBv  ^^4^  =  0. 
Beispiel.  6w  +  5v  +  1  =  0. 

oder  A   JL^      A 

419.  Man  erhält  zwei  gerade  Linien,  deren  Koordinaten 

6,  —  b.  a,  —  a. 

Ml  = 71! r-^ ^, c>     V,= 


«1  (P,  -  6j)  -  &!  (a,  -  a^)  1       ai  {b^  -  63)  -  \  (a,  -  a,) 

j^  ._ 6,+6g-2&,          ^  ^  ^          a,+a3-2at 

2            «1  (&2  +  63)  -  ^  («»  +  «s)  ^      ai(&8+68)-&i(a»+a8) 
sind. 

420.  Die  Koordinaten  (u,  v)  der  Geraden  sind  bestimmt 
durch  die  Proportion 

±  (oiW  +  V  +  1)  •  ±  («2^  +  ^2^  +  1)  •  ±  («s^  +  &st;  +  1)  =  1 : 2 : 3. 
Wieviel  Lösungen  lassen  sich  aufstellen? 

421.  Der  Gleichung  Ä^  —  .42=0  entspricht  der  unendlich 
ferne  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte. 
Wie  findet  man  das  Resultat  mit  Hilfe  der  Lösung  418? 

422.  Halbiert  man  den  Abstand  der  beiden  Punkte  -Ag  =  0 

tmd  J.3  =  0,    so  ist  die   Gleichung  des   Teilpunktes        T^      ==  0. 

Da  der  Schwerpunkt  den  Abstand  dieses  Punktes  und  des  Punktes 
Aj  =  0  im  Verhältnis   1 : 2   teilt,   so  ist  die  Gleichung  desselben 

3 

423.  Die  Gleichung  des  vierten  Eckpunktes  ist  —Ä^  ■\-Ä^-\-Ä^  =  0, 
oder  A^  —  J^  -}-  J.3  =  0,  oder  A^  +  A^  —A^.=  0,  je  nachdem  derselbe 
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dem  ersten  oder  dem  zweiten  oder  dem  dritten  der  gegebenen  Punkte 
gegenüberliegt. 


424.  tg  g>  = 


425.   1) 


Mg  ^1  —  Wj  1 
"l  ^i  +  t^i'i 


"1 


=  0. 


2) 


426.    Mit  Hufe  von  Lösung  167  folgt 


WlVWj 

'+v,^ 

iw^VV 

-\-v,' 

v^ 

*±|/u,*  + 

< 

v,yu. 

^±v^Vu,^ 

+  ^x* 

427.  ^i-Ä;.42=0. 

428.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  Äi  —  1cÄ2  =  0 
von  -4i  =  0  mit  (?i,  von  Ä2=  0  mit  (^2?  so  ist  d^^:  d^^  k:!. 

Ist  Ä;  negativ,  so  liegt  der  Punkt  zwischen  den  gegebenen 
Punkten,  ist  dagegen  Je  positiv,  so  liegt  er  außerhalb.  Welche 
Lage  hat  der  Punkt  für  7c  =  0,  welche  für  ä;  =  oo? 

429.  a)  Es  muß  \Äi-\-  Jc^A^^  Jc^Ä^^  0  sein.  \,  Jc^,  Jc^ 
sind  beliebige  Konstante.     Vgl.  Lösung  124. 

b)  Ist   A^  =  a^u  +  ft^v  +  1  =  0,     -^2  =  OgW  +  &2^  +  1  =  0, 

As=a^u-\-  63^  +  1  =  0, 


so  ist  die  Bedingung 


=  0. 


430. 


%     ^2     Wg 

^1     ^2     h 
111 


=  0. 


431.  Die  Gleichungen  der  unendlich  fernen  Punkte  der 
Seiten  sind 

A~^2=^0,     Jg  — ^3=0,     ^3—^1=0. 

Da  A^  —  ^2  +  -^2  —  -^8  +  -^3  —  Jj  ^  0    ist,    so  müssen   die  un- 
endlich fernen  Punkte  der  drei  Seiten  in  einer  Geraden  liegen. 

432.  Die  Wurzeln  der  Gleichungen  a^u+\v=0  xind  a^u+1)2'V=0 
(vgl.  Lös.  410)  sind  u  =  0  und  v  =  0.  Da  die  gegebenen  Gleichungen 
zwei  beliebige  unendlich  ferne  Punkte  darstellen,  folgt,  daß  alle 
unendlich  fernen  Punkte  auf  der  Geraden  mit  den  Koordinaten 
M  =  0  und  V  =  0  liegen. 
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433.  Der  Koordinatenanfangspunkt  hat  die  Gleichung 
OM  +  0;-y  +  l  =  0     oder     Konst.  =  0. 

Vergleicht  man  dies  Resultat  mit  der  vorigen  Lösung  und 
Lösung  292,  so  folgt,  daß  der  Koordinatenanfangspunkt  dieselbe 
Gleichung  in  Linienkoordinaten  hat  wie  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  Punktkoordinaten,  und  daß  die  Punktkoordinaten  des  ersteren 
gleich  den  Linienkoordinaten  der  letzteren  sind. 
434     ar  +  ha  b,  +  kb 

Der  Wert  von  Je  läßt  sich  aus  den  Relationen 

l-\-k  !  +  /•  '       1  +  k  i  +  f 

nach  Elimination  von  f  bestimmen. 

435.  Die  Gleichungen  der  Teilpunkte  sind 

A      ^    A     A  A     Pl    A     A  A     ^1    A     —  () 

Da  ' 

ist,  so  liegen  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie. 

436.  Dem  Werte  Ä;  =  3  entspricht  der  Punkt 

YM+  yV  +1  =  0, 

dem  Werte  k  =  —  7  der  Punkt 

437.  fc  =  4. 

438.  Der  Abstand  zwischen  den  beiden  Punkten  ^^  =  0  und 
.iäg  =  0  wird  von  dem  Punkte  Ä^  +  kA^  ==  0  im  Verhältnis  k  :  1, 
von  dem  Punkte  kA^-^-  A^=  0  im  Verhältnis  1 :  k  geteilt 

439.  Aus  der  Gleichung  folgt 


-{Bu+K)±  yu'jB^-  4:AC)  +  2u{BE-2GD)+E*-4:GF 
^  ~  2C 

Der  Gleichung  entsprechen  zwei  Punkte,  wenn  sich  die  Wurzel 
für  jeden  Wert  von  u  ziehen  läßt,  d.  h.  wenn 

AE^+  CB^  +  B^F  -  BBE  —4:ACF=0 

ist  (vgl.  Lös.  264).  Ist  außerdem  2^=  0,  so  liegt  einer  der  Punkte 
im  Unendlichen;  ist  i^=  0,  D  =  0,  iS  ==  0,  so  liegen  beide  Punkte 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden. 
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440.  Es  ist 

2(4M+,2t>  +  l)  =  5M— 4tJ  +l  +  l(3w  +  8i;  +  l)  =  0, 

—  1(m+  20v  +  1)  =  6u  —  4:V  +  1  —  2{Su  +  8v  +  1)  =  0, 

^  1 

demnach  hat  das  Doppelverhältnis  -A  den  Wert  —  y 

441.  Man  findet  leicht,  daß 

3(3|w  +  4«;  +  1)  =  3w  —  2i;  +  1  +  2(4m  +  7«;  +  1)  =  0 

ist,  also  ergibt  sich  als  Gleichung  des  gesuchten  Punktes 

3w  — 2v  +1+  5(4m4-7i;  +  1)  ==  0 
oder 

Sju  +  b^v +1  =  0. 

442.  ^w  +  ¥^  +  1  =  0. 

443.  ~u  +  jv  +  1^0, 

444.  Setzen  wir 

f{A  —  h^)  ^  A  —  ^1 A  —  »*i(A  —  A^2^)  =  Ö, 

ö'(-4i  —  h^Ä^)  =Äi—\Ä^  —  r^  {Ä^  —  Jc^  A^)  =  0, 

so  finden  wir  den  Wert  des  Doppelverhältnisses 

r^       \  —  \  ,\  —  K 
r^       fii  —  Kg     «j  —  «2 

oder  in  abgekürzter  Form  {W',  W).     (Vgl.  Lös.  298.) 

445.  Es  ist  Ä^i  =  —  1,  ^2  =  3,  ^1  ==  y  ^2  =  y'  demnach  der 
Wert  des  Doppelverhältnisses 


(/Cj/Cgj  h^h^) 


446.  Da   \  =  Y»    ^2  "^  T'    ^"^  Y    ^^*'    ^°    ergibt  sich   zur 
Bestimmung  von  h^  die  Relation 

S J  ,  ^^ ^2^  _  13 

2_  2    •  ,  2  16' 

3  ~  5    '^a       5 

woraus   Äg  =  -g-    folgt.      Die    Gleichung    des    vierten    Punktes    ist 
sonach  —  2w  —  47  v  +  1  =  0. 

447.  Ist  Lj^  =  \x  4-  »w^«/  +  >^^  =  0,  L^^\x  +  nt^y  +  Wg  =  0, 

J-i  =  a^M  +  61^  +  1  =  0,  J.2  =  a^u  +  ftgV  4- 1  ==  0, 
so  sind  die  Bedingungen  dafür,  daß  Ä^  auf  L^  und  A2  auf  ^3 
liege: 

?!%  +  m^&i  +  Wj,  =  0    und    ^3  ^2  + '^^ä  ^2  +  ^2  =^  ^* 
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Damit  nun  auch   die  Punkte  A^-\-\Ä2    und  A-^-\-\A^  auf  den 
entsprechenden  Strahlen  liegen,  müssen  die  Werte 

*  — TTäT'   ^  ~     1  +  ^  ~     l  +  '^s       ^   ~     l  +  '^a 

die  Gleichungen 

L^'\-\L^  =  0    und    ii  +  ^a-Z^a'^^ 

befriedigen.    Unter  Berücksichtigung  der  beiden  ersten  Bedingungen 
erhält  man  die  beiden  neuen 

Je  =  —  h  ^i^ii-^ih  +  ^i^    fe,  =  —  /L h^iAjhh^Jh, 

woraus  ^  =  jr  folgt.     Die  Doppelverhältnisse   der   vier  Strahlen 
und  der  vier  Punkte  sind  also  gleich. 

448.  ^1^2  —  y(Äi  +  Äg)  Qc^  +  Jc^)  +  fciÄ;2  =  0.  (Vgl.  Lös.  309.) 

449.  Zunächst    ist    festzustellen,    daß    die   gegebenen   Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  dann  findet  man 

"(7n^-n^  +  i)  =  ii««-2«'  +  i  +  |(3w  +  t^  +  i)=o, 

i(5lM  — 17t;  +  l)  =  llw  — 2v  +  l  — |(3w  +  «;  +1)  =0. 

Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  ist  =  —  1,  die  Punkte  sind  also 
harmonische. 

450.  Wir  betrachten  zunächst  die  beiden  ersten  der  gegebenen 
Punkte  als  zugeordnete  Punkte. 

Da 
4(27w  +  35v  +  1)  =  7m  +  3t;  +  1  —  y  (2w  —  5«;  +  l)  =  0 
ist,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  des  vierten  harmonischen  Punktes 

7w  +  3v  +  1  +  4(2w  —  5v  +  1)  =  0 
oder  4yW  — -g-v  +  1  =  0. 

Es  seien  femer  der  zweite  und  dritte  Punkt  zugeordnete  Punkte, 
dann  findet  man  leicht,  daß 

|(7w  +  3v  -\- 1)  =  2u  —  bv  +  1  -\-  \(27u  +  35t;  +  l)  =  0; 

also  ist  die  Gleichung  des  vierten  harmonischen  Punktes 

2u—5v-\-l  —  ^(27m  +  35v  +  1)  =  0 

oder  —  64-w  — 18|v4-l  =  0. 
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Ist  endlicii  der  dritte  Punkt  dem  ersten  zugeordnet,  so  ergibt  sich 

—  4(2m—  5t;  +  1)  =  27m  +  35t;  +  1  —  5(7m  -f  3t;  +  l)  =  0, 
demnacli  erhält  man  als  Gleichung  des  vierten  Punktes 

27m  +  35t;  +  1  +  5(7m  +  3t;  +  l)  =  0 
oder  10yM  + 8|t;  +  l=0. 

451.  J-i  —  -^2  =  0.  Daraus  folgt:  Halbiert  ein  Punkt  den 
Abstand  zweier  konjugierten  Punkte,  so  liegt  der  ihm  zugeordnete 
Punkt  in  unendlicher  Feme. 

452.  Da  die  beiden  gegebenen  Punktepaare  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  des  zweiten  Punktepaares 
durch  die  des  ersten  ausdrücken.     Es  ist  nämlich 

—  3{6u+  V  +l)=2t*  + 9t; +1  — 4(5t*+ 3t;  +  l)  =  0, 

.  — |(9t*  — 5f +  1)=2m+  9t;+l— |(5t«  +  3t;  +  l)  =  0. 

Zur  Bestimmung   der  Parameter  h^  und  h^  des   gesuchten  Punkte- 
paares ergeben  sich  demnach  die  Gleichungen 

deren  Wurzeln 

sind. 

Die  Gleichungen  des  gesuchten  Punktepaares  sind  somit 

2m  +  9t;  +  1 +/7(5m  +  3t;  +  1)  =  0, 

2m  +  9f  4-  1  — /7(5m  +  3t;  +  1)  =  0. 
*  453.  Es  ist 

4(5m  +  3t;  +  1)  =2t*  +  9t;  4- 1  +  3(6m  +  t;  +  1)  =  0, 

—  |-(9m  —  5t;  +  1)  ~  2m  +  9t;  -f  1  — |(6m  +  t;  +  1)  =  0. 
Mit  Hilfe   der  Parameter  findet  man  die  Gleichungen  des  Punkte- 
paares 2m  +  9t;  +  1  —  t y? (6m  -f  v  +  1)  =  0, 

2m  +  9t;  -f  1  -f  t-)/Y(6M  +  t;  +  1)  =  0. 
Beide  Punkte  sind  also  imaginär. 
454.  Da 
-J(5m  +  3t;  +  1)  =  2t*  +  9t;  -f  1  -f  ^(9m  —  5t;  -f  1)  =  0, 

y(6M+    t;-f  1)=2m+ 9t;4-l  +  |-(9M  — 5t;+l)==0 
ist,   so   ergeben   sich   als   Gleichungen   des  gesuchten  Punktepaares 


Involutorische  Punktreihen. 
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2m  -f  9v  +  1  +  1(9m  —  ötJ  4- 1)  =  0, 
2m  +  9v  +  1  —  l(9w  —  5v  +  1)  ==  0, 

d.  h.  der  erste  Punkt  halbiert  den  Abstand  je  zweier  zugeordneten 
Punkte,  der  zweite  dagegen  liegt  in  der  Unendlichkeit. 

455.  Liegen  die  beiden  Strecken,  von  denen  jede  von  einem 
Pnnktepaar  begrenzt  wird,  ganz  getrennt,  oder  liegt  die  eine  voll- 
ständig in  der  andern,  so  sind  die  beiden  Punkte,  welche  beide 
Strecken  harmonisch  teilen,  reell.  Liegt  dagegen  die  eine  Strecke 
zum  Teil  auf  der  andern,  so  sind  die  beiden  Punkte,  welche  beide 
Strecken  harmonisch  teilen,  imaginär. 

456.  Jedes  durch  vier  harmonische  Punkte  gehende  Strahlen- 
büschel ist  selbst  ein  harmonisches;  jede  Gerade  schneidet  ein 
harmonisches  Büschel  in  vier  harmonischen  Punkten. 

457.  Sind  k^,  k^  die  Parameter  des  Piinktepaares,  welches 
zu  den  gegebenen  harmonisch  ist,  so  müssen  dieselben  folgenden 
Gleichungen  genügen: 

h^  —  Y  (^1  +  ^2)  Qh  +  h)  +  h  h  =  0, 

^1  ^2  —  T  (^1  +  ^2)  ih  +  K)  +  hh  =  0, 

hh  -YQ'i+^2){h  +  h)  +  ^5^6  =  0. 

Daraus   ergibt  sich  durch  Elimination  von  k^,  k^  die  Bedingungs- 
gleichung der  Livolution 

1 

\] 

458.  fj,  -fsf,  =  0.    (Vgl.  Lös.  328.) 

459.  Die  Parameter  der  gegebenen  Punkte  sind 


1 

1 

1 

\  -f  7»2 

h^K 

^5  +  \ 

\h 

hh 

hh 

=  0. 


7*1  =3,    7*2  = 


-2,    Ä3  = 

-1,    h 

8          7 

=  2, 

h-- 

15 
11 

1 

1 

1 

3  —  2    - 

-1  +  1 

2-i^ 

^       n 

=  0 

—  6 

s 

a 

so 
11 

Da 


ist,  so  bilden  die  drei  Punktepaare  eine  Involution. 

460.    Man   bestimmt  zunächst   die  Parameter   der   gegebenen 
Punkte;  diese  sind 


^'1  = 


h  = 


h=2, 


h-i 


h  =  -  2. 
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Zur  Berechnung  des  Parameters   des   sechsten  Punktes  erhält  man 
dann  die  Gleichung 

1     1  1 

7       7 


2  -{-X 

—  2x 


=  0, 


ist  demnach 
461.    Da 


22 


woraus   sich    x  =  ^   ergibt.     Die    Gleichung   des   sechsten  Punktes 
~131m—  267v  +  1  =  0. 


—  3  (6w  +    ü  +  1)  =  2w  +  9t;  +  1  —  4  (5w  +  3y  +  1)  =  0, 

—  ^(9u  —  5v-{-l)  =  2u-\-  9v  +  l  —  ^{6u+  3t; +  1)  =  0 

ist,    so    erhält   man    zur  Bestimmung  der  Parameter   der  Doppel 
punkte  die  Relation 

1            ^  ^   I 

O  +  oo     5|  2a;L=0; 

O-oo        7  x^  \ 
also  ist  Ä!  =  ±  yf. 

Die  Gleichungen  der  Doppelpunkte  sind 

2t*  +  9t;  +  l  — 1/7(5 1«  +  3t;  +  l)  =  0, 
2t*  +  9v-\-l+Y7{5u+  3t;  +  l)  =  0. 

Durch  Vergleichung  mit  Lösung  452  findet  man,  daß  die  Doppel- 
punkte zugleich  diejenigen  Punkte  sind,  welche  zu  jedem  Punkte- 
paare der  Involution  harmonisch  sind, 

462.  Die  Zahl  der  Doppelpunkte  kann  nicht  größer  als  2 
sein.   (Vgl.  Lösung  335.) 

463.  2t«— 5t;  +  1  =0. 

464.  Der  gesuchte  Punkt  halbiert  den  Abstand  der  beideu 
Doppelpunkte  und  besitzt  demnach  die  Gleichung  8t*  —  2t;+l  =  0. 

465.  Je  zwei  zugeordnete  Punkte  der  involutorischen  Punkt- 
reihe liegen  symmetrisch  zu  dem  endlichen  Doppelpunkte;  d.  h.  der 
Abstand  je  zweier  zugeordneten  Punkte  wird  durch  den  endlichen 
Doppelpunkt  halbiert.  Die  Involution  wird  in  diesem  Falle  eine 
symmetrische  genannt. 

466.  Die  .^2  =  0,  J.3  ==  0  usf.  zugeordneten  Punkte  der 
Involution  fallen  alle  mit  dem  Punkte  ,4^  =  0  zusammen. 


Involutorische  Punktreiben.  gj^ 

467.  Sind  Äj,  fcg»  \i  ^2  ^®  Parameter  von  zwei  Punktepaaren 
der  iövolutorischen  Punktreihe,  so  muß 

sein  -  ^^'  ''2  "^  ^' ^'^  ^^''^  ^»^^^1  +  Ä„)  <  0 

468.  Betrachtet  man  die  beiden  ersten  Punkte  als  Fxmda- 
men talpunkte  der  Eeihe,  so  ergibt  sich 

—  I  (12m  H-  llv  +  1)  =  6u  —  3v  -{- 1  —  l-  {7u  +  V  -\- 1)  =  0, 

—  1  (  9w  +  5v  +  1)  =  5m  —  3t;  +  1  —  2  (7m  +  t;  +  1)  =  0, 
4(  2m—  9y +  1)  =6m— 3v4-1— |-(7m  +  «;  +  1)==0, 

—  |-(llM+  9ü  +  l)  =  5m— 3t;  +  l  — -|(7M  +  t'+l)  =  0, 
2  (  6m  —  V  +  1)  =  5m  —  3«;  +  1  +  1  (7m  +  V  +  1)  =  0, 
|(  M  — llv  +  1)  =5w  — 3v  +  l  — |-(7m  + t;4-l)  =  0. 

Bezeichnet  man  dann  mit  Z^  und  Zg  die  Parameter  der  gesuchten 
Punkte,    so    erhält    man   zur  Berechnung   derselben  die  Relationen 

?r^2  =  V     73?iZ2-47(Zi+y  +  33=0. 

Daraus  folgt:  Es  existiert  nur  ein  einziges  Punktepaar,  welches 
sowohl  mit  den  beiden  ersten,  als  auch  mit  den  beiden  letzten 
Punktepaaren  eine  Involution  bildet. 

469.  Beide  befinden  sich  ebenfalls  in  Involution. 

470.  Nimmt  man  die  Mitte  der  Spiegelöfihung  zum  Koordinaten- 
anfangspunkt, die  Spiegelachse  zur  Abszissenachse,  so  ist  die 
Gleichung  der  Punktreihe 

1  +  1c(fu  +  1)  =  0, 

wo  f  die  Brennweite  bedeutet.    Sind  nun 

die  Gleichungen  eines  Punktes  der  Achse  und  seines  Bildpunktes, 
so  ergibt  sich  aus  dem  Hohlspiegelgesetz  (1/a  -f  1/&  =  l/f) 

T,  r ^1 

daher  ^  +  '^^ 

^1+ fcj' =  r-jSr'      ^1*  ^1  =     4.  V  ?    entsprechende    Werte     ergeben 

sich  für  die  andern  Punktepaare.  In  der  Determinante  von 
Lösung  457  werden  daher  zwei  Horizontalreihen  entgegengesetzt 
gleich.    Die  Doppelpunkte  folgen  aus  der  Gleichung  ä;^+2ä;  =  0 

Hocbbeim,  Aufgaben  a.  d.  anaL  Geometrie.  LB.    3.  Aufl.  Q 
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und    sind   die   Mitte    der    Spiegelöfifnung   und   der  optische  Mittel- 
punkt. 

471.   Da 

aw  +  6v  +  1  =  \(a^u  +  b^v  +  1)  +  ^2(^2^  +  ^2^  +  ^) 
+  \{a.^u  +  &3V  +  1)  =  0 

ist,    so    ergeben    sich    zur  Bestimmung   der  Größen  \,  ÄJg,  \  die 
Gleichungen 

1  ^1  ">       2  ^ä  "•       3 ^3  ^^^^  ^ '  1    1    l"      2    2  "'        3    8  ^^^     ' 

^'1  +  h  +  ^3  =  1- 

Aus  diesen  folgt: 


lc,= 


iCq  — 


a  a^ 

&  h 

1  1 

1  1 


fCo 


wo  J= 


a  «3 
&  63 
1     1 


1     1 


ist. 


Anmerkung,     Dividieren  wir  die  gewonnene  Gleichung 

durch  )/w^  4-  v^  und  führen  statt  der  Quotienten 
V,  U^  U, 


yw«+  v^ 


|/m»+1^ 


die    Bezeichnungen   w^,  Wg»  %  ®i^?    so    nimmt    die    Gleichung    des 
Punktes  die  Gestalt  Jc^u^  +  Ä-gWg  +  ^3%  =  0  an. 

472.  In  dem  Fundamentaldreieck,  dessen  Eckpunkte  U^,  U^,  U^ 
sind,  werde  die  Länge  der  Seite  U^U^  mit  Z^,  die  von  TJ^TJ-^^  mit  ^g, 
die  von  CTj  TJ^  mit  ^3  und  die  auf  diesen  Seiten  stehenden  Höhen 
mit  Äj,  Ägj  '*3  bezeichnet,  ferner  seien  d-^^  d^,  d^  die  Abstände  des 
Punktes  P,  welcher  der  Gleichung  Jc^^u^  -\-  k^u^  -{•  \u^  =  0  ent- 
spricht, von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks. 

Es  ist  nun  nach  der  Lösung  der  vorigen  Aufgabe 

J\  ==2U^P  ZJg,     Jk^  =2U^Ü^R 

Die  Einsetzung    dieser  Werte    in   die  Gleichung  des  Punktes  ftthrt 
zu  der  Form 


Homogene  Linienkoordinaten. 
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oder 


l^\^^^  l^h,"*^^  kh,^^~^ 


Durch  Vergleichung  mit  Lösung  346  gelangt  man  zu  folgendem 
Resultate : 

Der  Gleichung  t-^  w^  +  r^  w»  +  t^  %  =  0  entspricht  ein  Punkt, 

«1  rtj  Wg 

wenn  m^,  Mj»  **3  Linienkoordinaten  sind,  dagegen  eine  Gerade,  wenn 
d^y  <?2,  d^  als  Punktkoordinaten  betrachtet  werden. 

473.  Sind  Zj,  Zg,  ?,  die  Seitenlängen,  /  der  Inhalt  des  Funda- 
mentaldreiecks, so  ist 

+  ^3^  (^3'  —  ^i)  K'  —  ^2')  =  4/1 

(Nachweis  z.B.,  indem  man  /  durch  Lote  von  den  Ecken 
ZJj,  £^2,  C/3  auf  die  Gerade  als  Summe  bzw.  Differenz  von  drei 
Trapezen  darstellt.) 

474.  Es  sei  Wj'=Awi,  W2'=^W2  5  ^3'=^%-  Da  die  absoluten 
Koordinaten  der  Relation  der  vorigen  Lösung  genügen  müssen, 
ergibt  sich 


k  = 


2J 


475.  Nach  Lösung  472  ist  \-kj^=^d^,  \Ti^=d^y  ^3  •  ^3=^3' 
Multipliziert  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  \,  l^,  l^  und  addiert, 
so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  von  Z^  ^1  +  ^2  ^2  ~^  ^3  ^3  =  2  «7 
(vgl.  Lös.  348)  die  Beziehung 

fcj  +  «2  +  /fc3  =  1. 

476.  Nach  der  vorigen  Lösung  muß  XQci  +  ÄJa  +  ÄJg)  =  1  sein. 

Der  gesuchte  Faktor  ist  daher 

1 


"'l  T  "'S  T  "'S 


477. 


478. 


u^:  U2 '  Uq  = 


Ka      A/Q 


«2     »3 


Mg' 


Wi  + 


M3'     Wi 
M3"   Wj 


»3    «j 
»3    ftJj 

M2  + 


-,  "    »,  " 


M3=0. 


479. 


=  0. 
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480. 


=  0. 


"'l       "'S      % 

Äj         «2         Äg 

"'1       "'2       '''3 

481.  Tc^u-^  4-  ^a'^g  +  V%  +  A,(ä;i"wj  +  V'**2  +  V^s)  ===  0. 

482.  Die  Abstände  der  Punkte  P,  P',  P"  von  den  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  seien  c?^,  d^^  d^'^  d^',  d^^  d^';  d^",  d^\  d". 
Durch  Reduktion  der  Gleichung  P  =  0  auf  die  Normalform 
(Lös.  476)  erhält  man 

^1  =  ''i  ■  v+^7+V+7#+VH=  VÖ' 

entsprechend  d^  und  c?g.    Sind  nun  P'=  0  und  P"==  0  in  Normal- 

d  'A-fd  ' 
form  gegeben,  so  reduziert  sich  dies  (Lös.  475)  auf  (?^  =   ^77  /  ; 

P  teilt  dann  den  Abstand  P'  P"  im  Verhältnis  f:  1.    Sind  dagegen 
P'=  0  und  P"=  0  nicht  Normalformen,  so  erhält  man  (Lös.  476) 


d,= 


^x'+**'+*8'+f(fcl"+fc»"+^8") 


P  teilt  dann  P P^'  im  Verhältnis  fXirtrWr  '  1- 

"'1  T  "'S  +  "'S 

483.  Mj  +  «2  =  ^»     ^2  +  Mg  =  0,     Wg  +  %  =  0. 

484.  Zieht  man  in  dem  Abstände  d  zu  der  Geraden,  deren 
absolute  Linienkoordinaten  m^,  u^^  u^  sind,  eine  Parallele,  so  sind 
die  Linienkoordinaten  derselben: 

%  +   ^J      ^2  +  (?,      Mg  +  (?. 

Da    diese  Gerade    die    erste   in   dem  unendlich  fernen  Punkte  der- 
selben  schneidet,   so  muß  dieser  Schnittpunkt  auch  der  Gleichung 

^i(%  ■\-  d)-\-  ^2(1*2  4-  ^)  +  ^^3(^3  +  d)  =  0 

oder  \u^  +  ^2^2  +  A;3M3  +  d{ky  +  Jfcg  +  Äig)  =  0 

entsprechen.    Daraus  folgt: 

\u^  -j-  ^2^2  +  Ä^s^g  =  0 

ist  die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes,  wenn 

h-\-Th  +  h  =  ^ 

ist. 

485.  Sind  P  =  0  und  P'=  0  die  Gleichungen  zweier  unendlich 
fernen  Punkte,  so  kann  man  nach  der  vorigen  Lösung  in  Lösung 47 7 
setzen  ÄJg  =  —  fcg  —  i^i ,  Jc^'=  —  \'  —  \'  und  erhält  daher  für  die 
Koordinaten    der    unendlich    fernen    Geraden    u^^:  u^ :  u^  =  "i^ :  1 : 1. 
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486.    Aus  der  vorigen  Lösung  folgt  die  Bedingung 


"1      «*8      1*3 

«*1         Wg         Wg 


=  0. 


111 

487.  Sind  P'=  0   und  P"=  0    Gleichungen   in  Normalform, 

so  ist  das  Doppel  Verhältnis  =  ^>  da  nach  Lösung  482  f^  und  f^ 

die  entsprechende  Bedeutung  haben  wie  in  Lösung  428.  Haben 
P'=  0  und  P"=  0  nicht  die  Normalform ,  so  ist  nach  Lösung  482 
das  Doppel  Verhältnis 

f  fci"-fV+V^ .  ^  Tc,"-\-K"-\-K"  _  4. 

Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  (^j  ist  also  unabhängig  von  der 
Form  der  gegebenen  Gleichungen.     * 

488.  Die  Strecke    zwischen    den    beiden  ersten  Punkten  wird 
von  dem  dritten  und  vierten  harmonisch  geteilt. 

489.  4=^:^^  =  -l     oder 

hh-\  (fi  +  Qih  +  h)  +  K^  =  0. 

490.  Die  Gleichung  eines  Punktes  ist 

Da  für  den  Schwerpunkt 

ist,  so  ergibt  sich  Wj  +  Mg  -f  %  =  0. 

491.  Bestimmt  man  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  so  erhält  man  die  Gleichung 

u^rcosA    .   u^rcoaB    .    u^rcoaC _ 

Jh~  "^  Ä,  +  h,  -  "' 

welche  sich  durch  einfache  Umformung  auf  die  Gestalt 

UiSiD.2Ä  +  M2sin25  +  u^sin2C  =  0 
bringen  läßt.    {A^  B,  C  sind  die  Winkel  des  Fundamen taldreiecks.) 

492.  Drückt  man  die  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten 
durch  den  Radius  des  umschriebenen  Kreises  und  die  Winkel  des 
Dreiecks  aus,  so  ergibt  sich 

2rcos5cosC        ,    2rcosJ.co8C        ,    2rco8^cosJB  ^ 

— h, — "i+ — h, — ^«+ — ^r~"»^^ 
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493.    Multipliziert  man  in  der  Determinante 

111 

igA  igB  tgC 

sin2J.       sin2JB        sin2C 

die  Glieder  der  ersten  Zeile  mit  2  sin  J.  sin  £  sin  (7  und  subtrahiert 
dieselben  von  den  gleichstelligen  der  dritten  Zeile,  so  nimmt  die- 
selbe nach  wenigen  Umformungen  die  Gestalt 

111 

—  1  tg^  tgB  tgC 

2  sin  J.  cos  B  cos  C    2  cos -4.  sin  J5  cos  C    2  cos -d  cos  5  sin  (7 


an  oder 

—  2  cos  J.  cos  5  cos  C 


0.    (Vgl.  Lös.  386.) 
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tg^    igB    tgC 
tg^    tgB    tgC 

Nach  Lösung  480    liegen    demnach    die    drei  Punkte  in  einer 
geraden  Linie. 

494.  „,^+„,^  +  „3^  =  0 

oder  Mj  sin^  +  Wg  sin  B  -\-  u^sin  C  =  0. 

ABC 

495.  %cot  —  4-  Wg  cot  —  -f  Mo  cot  -^^  =  0. 

A  A  A 

496.  Es  ist 


1 

1 

1 

sin  J. 

sin  5 

sinC 

cot- 

cot- 

4.(^ 

cot- 

1 

1 

—  2  cos— sin  — 

sin 

C 

2 

—  2  Sin- cos -^ 

.   C 

sin- 

cot| 

COtg 

Ä  .   B       C 

i— sin— cos  — 


cot 


C 


^  .  Ä  .   B  .    C 

==  — 2sin-sm-sin- 


1 

1       1 

cot- 

.B        .C 
cot-     COtg 

COtg 

.B        .C 

cot-    cot- 

=  0.    (Vgl.  Lös.  396.) 


497.    Bezeichnen  wir   den   gesuchten  Abstand  mit  Je,   so  läßt 
sich  die  Gleichung  des  Punktes  auch  in  der  Form 
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f  K'±  Ä)  +  f  K'±  Ä)  +  ^  (t*3'±  fe)  =  0 

schreiben;  daraus  ergibt  sich 

fe-+    '     ^    \ f (Vgl.  Lös.  390.) 

'»i       Ä.       \ 

498.  Die  Teilpunkte  mögen  die  Gleichungen 

Wg  +  /"%  =0,  Mg  —  /"%  =0,  Wj  +  Ä%  =0,  Mj  —  hu^  =  0 
haben.  Dann  sind  die  Gleichungen  für  die  Schnittpunkte  der 
Verbindungslinien  %/"+  u^h=  0  und  u^f —  u^7i  =  0.  Die  Schnitt- 
punkte liegen  also  auf  der  dritten  Seite  und  teilen  diese  harmo- 
nisch. Die  Verbindungslinien  bilden  ein  vollständiges  Vierseit, 
dessen  Diagonalen  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind. 

499.  Wählt  man  die  Lage  des  Vierseits  wie  in  der  vorigen 
Aufgabe,  so  kann  man  als  Gleichungen  der  harmonischen  Punkte- 
paare setzen: 

Wg  4-  fih  i  *^(^2  —  f^s)  ==  ^j    ^1  +  ^%  ±  ^(^1  —  ^%)  =  ö> 

Die  Bedingung  dafür,  daß  die  drei  ersten  Punkte  (obere  Vorzeichen!) 
in  einer  Geraden  liegen,  ist 

(1  -f  m)  (1  —  n)  (1  +  r)  -}-  (1  —  m)  (1  +  w)  (1  —  r)  =  0, 

und  dies  ist  auch  die  Bedingung  dafür,  daß  die  harmonischen 
Punkte  in  gerader  Linie  liegen.  Wie  läßt  sich  mit  Hilfe  dieser 
Lösung  die  Aufgabe  361  einfach  als  Spezialfall  behandeln? 

500.  Als  Fundamentaldreieck  U^U^U^  werde  das  von  den 
Diagonalen  gebildete  Dreieck  betrachtet.  Die  Ecken  des  Vierseits 
auf  U2Ü3  seien  Ä  und  D,  auf  ZJ^Z/g  B  und  JEJ,  auf  f/jZJg 
F  und  C,  und  zwar  seien  die  Seiten  bezüglich  EÄF,  EDC, 
ABC,  DBF.  Setzt  man  zunächst  als  Gleichungen  von  Ä  und  B 
«2  +  /*!%=  0  und  Mj  +  ^1%=  0,  so  ergibt  sich  für  C u^f^  —  u^hj  =  0. 
Setzt  man  ferner  als  Gleichungen  von  D,  E,  F  bezüglich 

^2  +  fi^ä  =0,    «1  +  h^u^  =0,    Wj  -f  lu^  =  0, 
so  sind  die  Bedingungen  dafür,  daß  C,  D,  E  bzw.  F,  Ä,  E  bzw. 
F,  B,  D  m  je  einer  Geraden  liegen, 

fih-\fi-o,  Ä2+^/i  =  o,  Äi+z/i  =  o. 

Hieraus  folgt,  daß  l^^-h  und  ?  =  + -r>  da  C  und  F  nicht 
zusammenfallen  dürfen;  femer   Äg  =  —  Äj    und   /"g  =  —  fy 
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501.  Es  sei 

Ui=P  +  ;LMi  =0,    U^  =  P+  (lu^  =0,    CTg'  =  P  +  vwg  =  0; 
dann  sind  die  Gleichungen  der  betreffenden  Schnittpunkte 

flU^  —    VM3  =  0,     VM3  —  A.M|  =  0,     Xu^  —  jllMg  "^  0. 

Die  Determinante  dieser  Gleichungen  ist  =  0. 

502.  Das  Viereck  werde  gebildet  von  den  Ecken  C/^,  C/g,  U^ 
des  Fundamentaldreiecks  und  dem  Punkt 

F=\Xj^-\-  l-^x^  +  \Xs  =  0. 

Sind  die  Schnittpunkte  der  betreffenden  Geraden  mit 

CTj  ZJg  P'  =  Wi  +  Xu^  =  0  und  mit  Pü^  P"=P-^  ^lU^  =  0, 

so   kann   man   die   übrigen    Schnittpunkte    durch   Gleichungen   der 
Form  P'  +  fP"  =  0  ausdrücken.    Man  erhält  für  den  Schnittpunkt 

mit   U,U,f,=  -^^,    mit  UsPf2-  +  if^^    rnit   U,U,  f,=  -  ^^^ 

Je  X 
mit  U^P  f^  =  TT— '     Diese  Parameterwerte  genügen  der  Bedingung 

in  Lösung  458. 

503.  Die  Schnittpunkte  sind  u^u^'  —  W3W2'  =  0  usw.,  ihi-e 
harmonischen  Punkte  WgWg' -|- MgWg' =  0  usw.  Die  Verbindungs- 
linien   gehen   durch    den   Punkt    -^  -] — ^  +  -^  =  0.      Vergleicht 

man  dieses  Resultat  mit  Lösung  404,  führt  dort  Linienkoordinaten 
ein,  so  ist  die  Gleichung  des  betreffenden  Punktes 

die  Koordinaten  der  Geraden  dagegen 

t  t  I  'h  li»  "■<! 


die  Gleichung  des  Punktes  daher  wiederum 

Der  Punkt  und  die.  Gerade  entsprechen  sich  daher  gegenseitig 
eindeutig,  jener  wird  der  Pol  der  Geraden,  diese  die  Polare  des 
Punktes  bezüglich  des  Dreiecks  genannt. 

504.  Die  unendlich  ferne  Gerade. 

505.  Setzt  man  (nach  Lös.  490,  491,  492) 

Ä;  (mj  sin  2  ^  +  ^2  sin  2  J?  +  Mg  sin  2  C) 

=  Ml  +  Mg  +  %  +  f{u^ igA  +  Mg tg5  H-  M3tg C)  =  0, 
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so  ergibt  sich  /"  =  —  cot  ^  •  cot  JB  •  cot  C  und  als  Gleichung  des 
harmonischen  Punktes 

M^ sin -4  cos {B  —  C)  +  u^  sin5  cos {C —  Ä)  +  u^  sin  C cos {A  —  B)  =  0. 

506.  Die  absoluten  Punktkoordinaten  des  in  voriger  Aufgabe 
gefundenen  Punktes  werden  (Lös.  476,  472) 

|-COS(5-CO,     |cOs(a-^),     -^008(^-5), 

wo  r  der  Radius  des  dem  Fundamentaldreieck  umgeschriebenen 
Kreises  ist.  Femer  sind  die  absoluten  Koordinaten  einer  Seiten- 
mitte 0,  r  sin  J.  sin  0,  r  sin  J.  sin  J5,  die  eines  Höhenfußpunktes  0, 
2  r  sin  5  sin  C  cos  C,  2r  sin  J5  sin  C  cos  J5,  die  der  Mitte  eines  oberen 
Höhenabschnittes  r  cos  (^  —  (7) ,  r  cos  A  cos  C,  r  cos  A  cos  B.  Purch 
Anwendung  der  Formel  aus  Lösung  397  findet  man  hieraus  leicht 

Y 

für  alle  Entfernungen  das  Resultat  —  •  Die  betreffenden  neun 
Punkte  liegen  daher  sämtlich  auf  dem  mit  —  um  den  Punkt  der 
vorigen  Aufgabe  geschlagenen  Kreise  (Feuerbachscher  Kreis). 

507.  Nach  Lösung  415  muß 

Ai       __    ,        A^ 

sein,  je  nachdem  die  Lote  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Geraden  liegen  sollen.  Die  Enveloppe  besteht  also  aus 
den  Punkten  -Äj  +  J-g  =  0  und  A^  —  A^=  0.  Wo  liegen  diese 
Punkte? 

508.  A^n  ^A^m  =  0.     Welche   Lage   haben   diese   Punkte? 

509.  Nach  Lösung  424    ist  tg  a  =  ± -^ — j- — -■>    daher   die 
Gleichung  der  Enveloppe 

m(±  Ml tg a  4-  Vj)  -hv(±Vitga  —  Uj)  =  0. 

Dieselbe  besteht  also  aus  zwei  unendlich  fernen  Punkten. 

510.  Die  festen  Punkte  mögen  die  Gleichung  +  au  -{- 1  =  0 
haben,  dann  ist 

—  aw-f-l         aw-f-l    n 


Die  Gleichung  der  Enveloppe  ist  Ml/4a^—  d^  +  vd  =  0.  Wie  läßt 
sich  aus  dieser  Gleichung  die  Lage  einer  Geraden  bestimmen,  die 
nach  einem  der  unendlich  fernen  Punkte  gerichtet  ist,  aus  denen 
die  Enveloppe  besteht? 
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511.  Die  Enden  der  Grundlinie  mögen  die  Gleichungen 

:f|w  +  1  =  0 

haben.     Nimmt  man  als  Gleichungen  der  beiden  andern  Seiten  in 
Punktkoordinaten 

X  cos  (p^-\-  y  sin  qpj  —  ^'i  ==  0    und    x  cos  (p^-\-  ysmtp^  —  Pi  =  0, 

so  ist  Q  (, 

i?i  =  — -cos9?i,    ^2= +  -2  cos  925 

daher  die  Koordinaten  der  Halbierungslinien  (Lös.  167  und  408)  des 

Innen-  bzw.  Außenwinkels 

2   cos  qpj  +  cos  qpg  2   sin  qpj  +  sin  qpj 

c   cos  9j  +  cos  qpj  c   cos  g)j  +  cos  qpj 

Die  Enveloppen   ergeben   sich  unter  Berücksichtigung  der  Relation 
9i  —  9'2  "^  ^  —  y  ^  ^®  Halbierungslinie  des  Innenwinkels 

-|tg|.;  +  l  =  0, 

für  diejenige  des  Außenwinkels 

+  I  cot  |v  -f  1  =  0. 

512.  Sind  AB  und  ÄO  die  Achsen  eines  schiefwinkligen 
Koordinatensystems,  u^  und  v^^  die  Koordinaten  von  JBC,  so  sind 
die  Koordinaten  der  Schwerpunktstransversalen  w  =  w^,  v  ==  2Vi 
bzw.  M  =  2  % ,    «;  ==  Vj ;  daher  die  Enveloppen 

au  +  Y^^  +  1  =  0    und    ^aw  +  &v  +  1  =  0. 
Welche  Lage  haben  diese  Punkte? 

513.  Die  Koordinaten  der  Transversalen  sind 

1  ftcosJ.— 2c     ,  2  2&C0SJ.— c 

u  == j    v  =  — T — -■ — Ä —     bzw.  u= )    v  =  — 7 — -. — 1 — 

c  ocsinA  c  oc  Bin  A 

Unter  Benutzung  der  Relationen 

c  =  &  cos  J.  +  a  cos  5    und    6  sin  J.  = 

erhält  man 


—  a  cos  B  —  c     , 

V  = 7—^ —     bzw.  =  .    „ 

a  c  sin  B  acsinB 

Die    Enveloppen    erhält    man    durch    Elimination    von   c   aus    den 
Gleichungen  für  u  und  v: 

—  a  cos  £  w  +  a  sin  Ji5 1;  +  1  =  0 

bzw.  a  cos  JBu  —  a  sin  J5  v  +  1  ==  0. 

Wo  liegen  diese  Punkte? 
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514.  a)  Die  KoordiBaten  der  ersten  Linie  sind 

1  1  ^    £ 

C  C    ^   2 

Unter  Berücksichtigung  von 

^    JB       s-c      ^^ 

*&  2  =-1-^^*2 

erhält  man  durch  Elimination  von  c  als  Gleichung  der  Enveloppe 

M-S  +  V-Stg  —  41  =  0. 

b)  Die  Koordinaten  der  zweiten  Linie  sind 

sin-gC-B-^)       a-h  cosy(B-^)  „.ft       ^ 

ftcosfc  '^  ^  6coBfC  ^^ 

Drückt  man  die  hier  vorkommenden  Größen  durch  s,  A  und  eine 
dritte  Größe,  z,  B.  5  — c  aus,  so  ergibt  die  Elimination  der  letzteren 
ebenfalls  die  Enveloppe  u-s-\-v-sig-^A-\-l  =  0. 

515.  Über   die   Koordinaten   der   zweiten   Linie   siehe   vorige 
Lösung.     Die  Koordinaten  der  ersteren  sind 

M  = z == r* — 1     V  ==  z ==  -T^ COt-^> 

0  sm  Y  C  0  sm  Y  C 

die  Gleichung  der  Enveloppe  beider  Linien 

usi  —  vsb  cot  ^  +  1  =  0. 

516.  Die  Koordinaten  der  ersten  Linie  sind 

1  i      J.B 

U  = )     V  = cot  TT' 

c  c         2 

Die  Enveloppe  beider  Linien  ist 

U  ■  Sa  -\-  V  ■  Satg~+  1  =  0. 

517.  Über  die  Koordinaten  siehe  Lösung  514  und  515.    Setzt 
man  a  =  mX,  &  =  wA,  so  sind  die  Enveloppen 

+  1=0    bzw. 1-1  =  0. 


7«  -f  n  '   n  —  m 

518.  Die  Koordinaten  sind 

sin  B  cos  JS  —  sin  ^  cos  A  cos'  A  —  ein'B 


-»    V 


c  sin  B  cos  A  cos  C  c  sin  5  cos  A  cos  C ' 


die  Enveloppe  ist  u  -  c  ■  — r^i — [-1  =  0. 
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519.   Die   Koordinaten   der  Verbindungslinie   lassen   sich   auf 
die  Form  bringen 

2  sin  -s-  (J-  sin  V  C  1  —  2  cos  v  ^  sin  "5"  C 


U  = ; »     V  = 


ha 

die  Gleichung  der  Enveloppe  ist  —  uha  cot  y  (J  —  vha  +  1  =  0. 

520.  -u-haig^d  ■\-vha-\-l  =  0. 

521.  ABC  sei  das  Fundamentaldreieck  eines  Systems  tri- 
metrischer  Linienkoordinaten,  die  Koordinaten  von  AP  0,  Mj',  u^. 
Setzt  man  als  Koordinaten  von  BP  und  CP  bezüglich  Mj",  0,  Mg" 
und  M^'",  Mg'"»  0,  so  haben  die  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  die 
Gleichungen  MjMg"  —  M3m/'=0  und  u^u^'" — u^Uj"' ==  0,  in  denen 
man  m^,  Mg,  Mj  als  Koordinaten  der  gesuchten  Geraden  ansehen 
kann.     Die  Bedingung   dafür,   daß  AP,  BP  und  CP  durch  einen 

Punkt  gehen,   ist  u^" u^'" u^^' -\- u^'" u^' u.J' =  0.     Durch  Elimination 

u  "  u  '" 

der  Quotienten  -^  und  -^   aus   den   drei   Gleichungen   resultiert 

die  Gleichung  der  Enveloppe  Mg  Mg'  +  t^s'^2  =  0. 


Der  Kreis. 

522.  Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

Beispiele,    a)    x^+ y^  =  81. 

ß)  {x-lf+f  =9. 

y)    a;2+ (2/ +2)2  =  121. 

8)  (rr  +  4)2+ (y- 17)2=1. 

523.  Der  Gleichung 
Ax^  +  2Bxy  +  0?/2  +  2Dä!  +  2Ey  +  F  =  0 

entspricht  ein  Kreis,  wenn  A=  C  und  jB  =  0  ist. 

2^'  2A 


524:.    Die    Mittelpunktskoordinaten    sind    —  ^-j»    —  x-j»    der 


Radius  gleich    y —  .^   — — 

Ist    JV  =  0,     so    geht    der    Kreis    durch    den    Koordinaten- 
anfangspunkt. 
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Beispiele.     «)    a  =  —  4,      &  =  3,       /•=')/28. 


ß)   a  =  —  3,5,  h  =  —  6,  r=  >/46,25. 
y)   a  =  —  2,5,  6  ==  1,5,     r  =  l/i^. 

525.  Die  beiden  Kreise  sind  kongruent  und  werden  von  der 
r-Achse  im  Koordinatenanfangspunkte  berührt.  Der  Mittelpunkt 
des  ersten  liegt  auf  dem  positiven  Teile,  der  Mittelpunkt  des 
zweiten  auf  dem  negativen  Teile  der  Abszissenachse. 

526.  Die  beiden  Kreise  sind  konzentrisch,  wenn 


=  0  ist. 


=  0    und 
527.  Die  Bedingungsgleichung  lautet 


528.  Der  Gleichung  (x  —  a)*  +  (t/  ~  6)*  =  0  entspricht  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunktskoordinaten  a,  b  sind,  und  dessen  Radius 
gleich  0  ist,  also  der  Mittelpunkt  (a,  h)  selbst.  Da  die  gegebene 
Gleichung  sich  auf  die  Form 

{(x  —  a)  +  (2/  —  h)i}    {{x  —  a)  —  {y  —  b)i}  =  0 

bringen  läßt,  so  kann  man  auch  sagen:  der  Gleichung  entsprechen 
zwei  imaginäre  Gerade,  welche  durch  den  reellen  Punkt  (a,  &) 
hindurchgehen. 

529.  Der  gegebenen  Gleichung  entspricht  in  diesem  Falle 
kein  reelles  Gebilde. 

530.  Die  Kurve  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunktskoordinaten 
0?!  =  Y»  ^1  ==  y  sind,  und  dessen  Radius  =K  y  ist. 

531.  Die  Kurve  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunktskoordinaten 
Xj  =  —  Y»  2/1  =  y  sind,  und  dessen  Radius  gleich  y')/2  ist. 

532.  Die  Gleichung  der  Zentrale  ist 

3«/  — 2a;  =  29, 
die  Länge  des  Lotes  =  8,04315. 
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533.  Da 

x^  +  y^^A^x  +  B^y  +  C^+Tc(x'+y'-^A^x  +  B,y  +  C,) 
=  x\l-\-Jc)-^y\l  +  k)-]-x{A,+  JcÄ,)  +  y{B,+JcB,)  +  C,-}-kC,=-0 

ist,   so   entspriclit   dieser  Gleichung  ein  Kreis  (vgl.  Lös.  523);   der- 
selbe geht  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 

x'+y'  +  Ä,x-^B^y+C^=0, 

x'+y^  +  Ä,x  +  B,y+C,=  0; 

denn  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  genügen  den  beiden  letzten 
Gleichungen,  also  auch  der  gegebenen. 

534.  Q^  —  2qQi  cos  (<p  —  q)j)  -f  Qi^  ==  r^- 

535.  (y-8)2+(a;'-7)2=49. 

536.  Die  Gleichung  bleibt  unverändert. 

537.  x{^  +  «/i^  +  2  /2 «1  +  9  /22/1  —3  =  0. 

538.  x,'  +  y^'  +  2x^{l  H-/3)  -  2t/i(l--)/3)  =  41. 

539.  (x  —  af  -\-(y-l)y-\-2(x  —  a)  (y  -  h)  cos  cc  =  r\ 

540.  Die  Bedingungen  sind  Ä  =  C   und   B  =  J.  cos  a. 

541.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind 


^1    =  p  cos  cc  +yr^ — 2^^ sin«. 

Vi    =  i>  sin  a  +  "}/r^  —  p^  cos  a. 

Solange  jp  <  r  ist,  schneidet  die  gerade  Linie  den  Kreis  in  zwei 
reellen  Punkten.  Ist  p  =  r,  so  fallen  die  beiden  Schnittpunkte 
zusammen,  die  gerade  Linie  berührt  den  Kreis.  Für  i?  >  r  sind 
die  beiden  Wurzeln  imaginär,  die  Gerade  schneidet  also  den  Kreis 
in  zwei  imaginären  Punkten. 


542     a^   X         -Mn±yr\l  +  M^)-n' 

Die  Gerade  ist  Tangente  des  Kreises,  wenn 
ist. 
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Beispiele.    a)rri  =  12,         2/i=5; 

0:2  =  10,12,    2/2  =  -8,16. 

b)  Die  Gerade  berührt  den  Kreis  in  dem  Punkte 

^1  =8,     2/1  =  6. 

c)  Die  Schnittpunkte  sind  imaginär: 

-46  +  2t-l/671  92  +  il/671 

^2  5  ^^2  5 

543.    Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind 

^_N        M_  /2MN-BLM-\-GL\ 
\  i+  2iV  L'  +  M*  ) 

My\{2MN-BLM-^CLy-\-(BLN-L^F-N*)(L*-^M*) 

=  _  1  ß^N-BLM-\-CL\ 

^h  2  V  i»  +  -^M^*  / 

y^jiMN -  BLM ^  CLy  -\-  {BLN-L^F -  N^{L*  ■\-  M^ 

der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Geraden  ist 

1  2N-LB-MC 


"•—  2 

l/i*  +  Jf« 

Beispiele. 

a)  x^  =  10, 

2/1=9; 

^2  =  liS' 

^2= -3^ 

b)  Die  Gerade  berührt  den  Kreis  im  Punkte 
^1  =9»     2/1  =  0. 

545.   a)    Die    Linienkoordinaten   u    und   v    müssen    der   Be- 
dingungsgleichung 

(«l^  +  ^^+l)'  ^2_A 

genügen.     Diese    Relation    ist   zugleich  die  Gleichung   des  Kreises 
in  Linienkoordinaten. 

b)  Die  Konstanten  müssen  den  Gleichungen 

2BF-I)E=0,     D^  -  i;^  =  AF{Ä  -  C) 

genügen.    Die  Gleichung  des  Mittelpunktes  ist  Du-\- Ev -{■  2F=0j 

2       D^-4.ÄF 
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546.  Die  X-Achse  wird  in  den  Punkten  —3  und  —19, 
die   Y-Achse  in  den  Punkten  9  +  2}/6  geschnitten. 

547.  x^-\- y^-Ux  —  Uy -\- A9  =  0. 

548.  y  =  x \af-C^ ^^—^' 

Beispiele. 

.  77  +  3-1/161 

^)  ^  =  "m — ^- 

b)  Der  Koordinatenanfangspunkt  liegt  in  der  Kreisfläche,  daher 
lassen  sich  von  ihm  aus  keine  reellen  Tangenten  an  den  Kreis 
ziehen.    Die  imaginären  Tangenten  entsprechen  der  Relation 

-Ib  +  SiyTsS 

y  = =^^ X. 

549.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind 

Xj  =  —  8,     2/i  =  7, 

^2  =  2^'       2/2  =  -  10^» 

demnach    die    Länge    der    Sehne    =  20,2368,     der    Zentriwinkel 
=  144"  18'. 

550.  Die  Gleichung  der  Sehne  ist 

19«/  -f  (5  —  2y3Ö)a;  =  35  -f-  241/30, 
der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich  y  (35  -f  24  "[/SÖ)  D. 

551.  Die  Gleichung  der  Sehne  ist 

öy  —  4a; -f  71  =  0, 
die  Koordinaten  des  zweiten  Schnittpunktes  sind 

435  ^  r»13 

552.  Betrachtet  man  y  —  y^  =  i§a{x  —  x^  als  Gleichung 
der  gesuchten  Sehne,  so  dient  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
tga  die  Relation 

yi+tg*« 

Da   sich   aus    derselben   zwei  Werte    für   tga   ergeben,    so  werden 
sich  zwei  Sehnen  ziehen  lassen,    welche  der  Anforderung  genügen. 

Beispiel,     y  —  4:  = j^ — {x -\- 7). 
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553.  Es   lassen  sich  zwei  Sekanten  konstrixieren,   welche  der 
Anforderung  genügen;  sie  entsprechen  der  Gleichung 

-42  +  4  l/69 

y- — w-^^- 

554.  yy^  +  xx^  =  x^^  +  y^\ 

Beispiel.     3x  —  5y  =  34.     Die    Koordinaten    der    Schnitt- 
punkte dieser  Sehne  und  des  Kreises  sind 

x,^=3±A5Yl,     y^^=-6±27Vl' 

555.  xx^  +  y^i  =  r^. 
Beispiele,    a)     8x  +  lly  =  353. 

b)  9x  —  13y  =  250. 

c)  IIa;  ±  1/2222/  +  343  =  0. 

556.  Die  Länge  der  Tangente  ist 
r*   _/ — ö— ö         r' 


«=f^y^7T^= 


die  Gleichung  der  Normale 

Beispiel,    l  ==  ^^^^-,    7y  +  3x  =  0. 

557.  {x-cc)(x,-a)  +  {y-ß){y^-ß)  =  r\ 
Beispiele,    a)  8x  -^7y  =  97,     8x  —  7y  =  209. 

b)  3a;  4-  7«/  =  93,     3a;  —  7y  =  65. 

c)  a;±  3-)/ll2/  =  102  :f  33-/IT. 

558.  Die  Gleichungen  der  Tangenten  sind 

6a; -f  5?/ =114,     6a;  —  5«/ =  44, 
die  Abstände  vom  Koordinatenanfangspunkte 
!fy6l     und     iVei, 
die  Abschnitte  zwischen  den  Koordinatenachsen 
'4/61     und     ??>/61. 

559.  Die  Tangente  des  Winkels  ist  gleich 

Axi+By,-^2C^ 
Ay^-Bx^ 
die  Gleichung  der  Normale 

(2a;i  +  A)y  -  (2^/1  +  B)x  =  Ay^  —  Bx^ 

H oohbe im,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie.   LB.    8.  Anfl.  7 
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Beispiel.     tg9J  =  |»     <^  9)  =  65°  11' 9"; 
3tj  —  7x-h  43  =  0. 

560.  tggji  =  — y,     «^9)1  =  129^8' 20", 
tg9'2  =  |'         -^^2=    50m'40". 

561.  2/  =  2ä;  +  13  ±  61/5. 

562.  Die  Gleichungen  der  Tangenten  sind 
2/(3>/3  — 4)  — a;(4  +  3  >/3 )  =  ±10l/58, 
2^(4  >/3  +  3)  —  a;  (4  —  3 /S  )  =  ±  10  )/58. 

Ist  die  gegebene  Gerade  die  X-Achse,  so  sind  die  Gleichungen 
2/  =  a;  ]/3  +  2  ]/58, 
y  =  —  xY3±  2)/58. 

563.  Es  ergeben  sich  zwei  Sekanten,  deren  Gleichungen  sind 

4^/  —  flj  =  7,     2/  +  4a;  =  40. 

564.  Die  Gleichungen  der  Tangenten  sind 

±yy247  +  3ä;  =  304, 
also  die  Tangente  des  eingeschlossenen  Winkels 

tg  93  =  ^^^'    demnach  <^  9)  =  21<>  36'  50". 

565.  tg(p=- j^^ j-^ ^— ^- 


(^■+6(^.+|)  +  (..+f)(..+f) 


Die  beiden  Tangenten  laufen  parallel,  wenn 

B  B 

2         2/2+  -^ 


2/1  +  -5-       2/2  + 


^1+2         ^2+2" 

ist,  d.  h.  wenn  die  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Radien 
in  einer  geraden  Linie  liegen;  dagegen  stehen  sie  lotrecht  zu- 
einander, wenn 

,B  .A 

2/1  +¥  ^2+i- 


.A  .B 

«1+^  2/2+2- 

ist,   d.  h.    wenn    sich   die    nach  den  Berührungspunkten   gezogenen 
Eadien  rechtwinklig  schneiden. 
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566.  Sbtg  =  10. 

567.  a)   Tg  =  ^ii^^±?^.   b)   N=yiy^±^E^. 

2/1  (2/1  +  -ö )  2/1  (^1  +  ?) 

c)  Sbtg  =   ^    2  '      ^)  ^^^  =     ^   ^  • 

^1+2"  2/1  +  i 

Beispiel.        Tg  =  3)/58,    7f=|-|/58, 
Sbtg  =  21,       Sbn  =  3|- 


568.  'Jl^==y{x^-af+{y,-hy-r\ 
Beispiel.     Tg  =  >/427  =  20,664. 

569.  Man  erhält  zwei  Punkte,  deren  Koordinaten 

«^1=^7,       2/i=  — 5; 

sind.  ^2~        ^29'  ^2-^29 

570.  Der   geometrische    Ort    des    gesuchten    Punktes    besteht 
aus  zwei  Geraden,  welche  den  Gleichungen 

2iB+  3«/  — 30  =  0, 

2a;  +  32/  +  40  =  0 
entsprechen. 

571.  a;^  +  2/^  =  jPC?' +  2)- 

572.  a;2+2/^=2,5. 

573.  Der  Abschnitt  auf  der  Tangente   ist  gleich   2y^^   d.  h. 
gleich  der  doppelten  Ordinate  des  Berühningspunktes. 

574.  Die  Tangenten  entsprechen  der  Gleichung 


y-y.-  -^■-.±;VV+i'.'-'  (.  _  ..). 


r^  —  Xi 
Die  Koordinaten  der  Berührungspunkte  sind 


_  >-»a;i+ryil/y/+a;i»-H 
^3  y.'-Vx,' 


^23  y,'  +  x,^ 

Die  Tangenten  sind  also  nur  dann  reell,   wenn  x.^  +  y^  >  r^  ist, 

Beispiel.     87?/ —  (l76  T  52)/l3)a;  =  ±  832/l3— 1859; 

208  ±  44  yi3  13  q:  64  l/lS 

^S~  29  '    ^23-  29 
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575.  Die  Koordinaten   der   Tangenten   sind   die  Wurzeln   der 
beiden  gegebenen  Gleichungen: 

(a&i-at6)(&-&J4-a,r'  +  &,r>/^ 
^-  (a6,-ai&)*-H(a,H&i^ 

wo  B  =  {a-  a^y  +  (&  -  b^Y  -  r^  ist. 

576.  Ist  «jW  +  &iV  +  1  ==  0    die   Gleichung    des   gesuchten 
Berührungspunktes,  so  dient  zur  Berechnung  von  a^  und  h^  außer 

a^Wj  +  &i«'i  +  1  =  0  die  Gleichung   —  =  ,  _  ,  S    welche  sich  aus 

der  vorigen  Lösung  ergibt,  wenn  man  gemäß  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  B  =  0  setzt.     Die  Gleichung  des  Berührungspunktes  wird 

oder  (unter  Berücksichtigung  der  für  u^  und  v^  geltenden  Gleichung 
des  Kreises) 

(awi  +  bv^  +  1)  {au  +  &«;  +  1)  —  r'^(uu^  +  vv^  =  0. 

577.  Die  Koordinaten  der  Tangenten  sind 

a  +hi  ,    .    a-\-hi 

die  Gleichung  der  Berührungspunkte  u  "^  vi  =  0.  Da  diese 
Gleichung  von  a,  &,  r  unabhängig  ist,  so  sind  die  betreffenden 
Punkte  allen  Kreisen  gemeinsam;  sie  heißen  die  (imaginären) 
unendlich  fernen  Kreispunkte,  die  nach  denselben  gerich- 
teten Geraden  die  Geraden  absoluter  Richtung  (—  =  dz  i). 
(Vgl.  Lös.  628.) 

578.  xx^  +  yVx  =  *"^- 
Beispiele,     a)  13a; +2«/ =  49. 

b)  5iB  — 2/ -1/105=  130. 

Der  Pol  (a?!,  y^  liegt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  die  Polare 
berührt  in  diesem  Falle  den  Kreis  in  diesem  Punkte. 

c)  4«/  — 12a;  =289. 

Liegt  also  der  Pol  in  der  Kreisfläche,  so  daß  sich  von  ihm  aus 
keine  reellen  Tangenten  an  den  Kreis  ziehen  lassen,  so  ist  doch 
die  Polare  eine  reelle  Gerade. 
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579.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind 

_363±132iy3 
^H 13  ' 

484q:i98»|/3 

Die  Wurzeln  sind  imaginär;  der  Kreis  und  die  Polare  haben  also 
keine  reellen  Schnittpunkte. 

580.  x  =  r. 

581.  y  =  r. 

582.  (x-a)  {x^-a)-^{y-ß)  {y^- ß)  =  r\ 

Beispiele.     a)8a;  +  22t/+    5=0. 

b)  15a;  — 2y  + 63  =  0. 

c)  IIa; +  62/  — 68  =  0. 

583.  Da    der   Punkt    (a,    &)    als    ein   Kreis    mit   unendlich 
kleinem  Radius   zu  betrachten  ist,  so  ist  die  Gleichung  desselben 

{x-ay+{y--bf=0, 

also  die  der  gesuchten  Polare 

{x  —  a)  (a;i  —  a)-\-(y  —  h)  {y^  —  6)  =  0. 

Daraus  folgt:  Die  Polare  des  Punktes  (aj^,  y-^  bezüglich  des  Punktes 
(a,  6)  geht  durch  den  letzteren  Punkt  und  steht  auf  der  Verbin- 
dungslinie beider  senkrecht. 

Beispiel.     7a;  +  5«/ —  18  =  0. 

584.  Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  (a?!,  y^  bezüglich 
des  Kreises 

x\l-\-h)  +  y\l^-h)^{A^  +  hÄ^)x  +  {B^  +  hB;)y-\-C^^lcC^^Q 

ist 

^^1  +  ^04^  ("^  + ''^^  +  ^^^  "^  "2(1+^ ^2/ +  yi)  + 

Diese  geht  für  fc  =  —  1  über  in 

{A,-A,)  (a;  +  a;0  +  (A-J5,)  {y  +  y,) +  2{C,-V,)  =  0. 

Die  Gerade  G  läuft  der  Polare  parallel  und  halbiert  den  Abstand 
des  Poles  von  der  Polare. 

Beispiel.     5a;  —  Zy  —  6  =  0. 

585.  Die   Polare    fällt    mit    der    unendlich    fernen    Geraden 
zusammen.     (Vgl.  Lös,  577.) 
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586.  Die   Richtungskonstante    der   Polare   ist ^  ~  ,  >     die 

y  -b  2/1  -  ö 

der    Verbindungslinie        _    •     Beide    Linien    schneiden    sich    also 

unter  rechtem  Winkel. 

587.  Die  Abschnitte,  welche  von  der  Polare  auf  den  Koordi- 

natenachsen  gebildet  werden,  sind   —  und  —    Die  Längen  dieser 

Strecken  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  finden  und  zur  Konstruktion 
verwenden. 


588.  d  =  -— 

y(a'i-«)H(2/i-&)* 

589.  Die  Koordinaten  des  zugehörigen  Poles  sind 

^  n       ^^       n 

Beispiele,     a)  x^=  12,    y^  =  —  4. 


b)  0^1=  6-i,  2/i  =  -15| 


c)  rri  =  -35j-;,   ^/i  =  28^- 

590.  a)  Die  Koordinaten  des  Poles  sind 

^1  ~  ^       La^Mh  +  N'    y^-*^-  La-{-Mb  +  N' 
b)  die  Gleichung  des  Poles  in  Linienkoordinaten  ist 

u{a{uia  +  Vj^h  +  1)  —  r^u^}  +  v{h{u^a  +  v^ö  +  1)  —  r^v^} 
+  Uj^a  +  t;j&  +  1  =  0. 
Beispiele.     1)  a?!  =  29,5,    2/1  =  9,25. 
2)%=  37g,   2/1  =  29^. 

591.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  sind 

592.  Die  Polare  ist  ein  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises, 
der  zugehörige  Pol  liegt  in  der  Unendlichkeit, 

593.  a?!  =  a,  2/1  =  &.  Der  Pol  fällt  mit  dem  Punkte  zu- 
sammen, wenn  der  letztere  nicht  auf  der  gegebenen  Geraden  liegt. 
Geht  dagegen  die  Gerade  durch  den  Punkt  (a,  5),  so  ist  die  Lage 
des  Poles  unbestimmt.  Der  Ort  desselben  ist  das  in  (a,  b)  auf 
der  Geraden  errichtete  Lot. 

594.  a:,=  6g.  ^,  =  -14|. 

595.  Die  Koordinaten  des  konjugierten  Poles  sind 

596  X  -  -^^L_,   „  _     ^'^1    ■ 
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597.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

d.  i.  die  Polare  des  Mittelpunktes  des  Büschels  bezüglich  des 
Kreises.  Dreht  sich  also  die  Polare  um  einen  festen  Punkt,  so 
bewegt  sich  der  Pol  auf  der  Polare  des  festen  Punktes  fort. 

598.  Die  zugehörigen  Polaren  entsprechen  der  Gleichung 

x^(Mx  —  Ly)  —  Ny  —  Mr^  =  0, 

worin  x.^  alle  möglichen  Werte  besitzen  kann;  sie  gehen  also  alle 
durch  den  Punkt 

_        Lr^  _        Mr* 

Welcher  Satz  folgt  daraus? 

599.  Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an,  daß  der  Punkt 
Pmit  dem  Koordinatenanfangspunkte,  die  Sekante  mit  der  X-Achse  , 
zusammenfällt,  dann  sind  die  Abszissen  der  Teilpunkte 

_  a*  +  6*  — r*  —  ,/~9 7? 

x^  =0,     3^2  =  —^ '    373^=  a  +  yr^  —  h\ 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichimg  (1)  der  Lösung  229  ein, 
so  geht  dieselbe  über  in  eine  identische. 

600.  Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  ist  gleich  —  1 ;    die 
vier  Strahlen  bilden  ein  harmonisches  Strahlenbüschel. 

601.  Die     zugehörigen    Polaren     bilden     ein     harmonisches 
Strahlenbüschel. 

602.  Diö   beiden  Punkte    liegen  auf   der  Z- Achse    und   be- 
sitzen die  Abszissen 


^1  = 2^ ' 


^^2—  2a 

Die  beiden  Punkte  fallen  zusammen,  wenn  a  ±  r  =  r^  ist,  d.  h. 
wenn  sich  die  beiden  Kreise  einschließend  oder  ausschließend 
berühren. 

603.   x^— 2ax-\-y^—2J)y  =  Xj^— 2 ax^+tfj^— 21)1/1. 

Beispiele,     a)  x^  +  y^  =  13.     b)  x^  +  y^  —  10a;  =  49. 

c)  x^-\-y^  +  4:X—  6y  =  n2. 
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604.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

^  ^       (3/1 '  +  a?i ")  (Vi-  Vz)  +  (j/ä '  +  arg  ^  (y«-  yi)  +  (3/8 '  +  a?3 ")  {y-  Vi)  ^ 
2  {2/1  (iCj-  ajg)  +  2/j  (ajg-  aJi)  +  2/3  {x^-  x^)] 

P  2{y^{x^-x^)  +  y^ix^-x^)-\-y^{x^-x^)} 

Den  Radius  r  bestimmt  man  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in 
die  Gleichung 

Die  Lage  des  Kreises  ist  durch  die  drei  Punkte  vollständig  be- 
stimmt, da  sich  mit  Hilfe  der  Koordinaten  drei  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  drei  unbekannten  Konstanten  aufstellen  lassen. 
Liegen  die  drei  Punkte  in  einer  Geraden,  so  ist 

y^(x^  —  Xs)  +  2/2 («'s  —  «'i)  +  2/3(^1  —  »2)  =  0  (vgl.  Lös.  56), 

also  werden  a,  ß  und  r  \mendlich  groß.  Es  ergibt  sich  also  ein 
Kreis  mit  unendlich  großem  Radius,  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Unendlichkeit  liegt. 

Beispiele,     a)  x^ -}- y^ — 6x  —  12y  ==  0. 

b)  (x  -  1,3)2+  (y  -  3,5)2=  13,94. 

c)  a;2  -f  2/2—  14a;  _  4^/  —  5  =  0. 

605.  Die    Gleichung    des    geometrischen    Ortes    der    Mittel- 
punkte ist 

2x(x^  —  x^)  +  22/(2/2  —  Vi)  =  ^2^  —  ^1^  +  2/2^  -  Vi- 

Derselbe  ist  also  eine  Gerade,  welche  die  Verbindungslinie  der 
gegebenen  Punkte  unter  rechtem  Winkel  halbiert. 

Beispiel.    8«  +  6«/ +  17  =  0. 

606.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

M{{x,'-x,')Ar{y,^-y,')]^'iN{y,-y,) 
i[M{x,-x,)-L{y,-y,)] 

^_  L{{x,'-x,^^{y,'-y,^]^'iN{x,-x,) 
2{L{y^-y^)-M{x^~x^)] 

Den  Radius  des  Kreises  erhält  man  durch  Einsetzung  dieser 
Werte  in  die  Gleichung 

(^:c,-af+{y,-hy=r\ 

Beispiel.  x^  ■\-  y^  —  14fl;  —  42/  —  5  =  0. 
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607.  Man  erhält   zwei  Kreise,   welche  der  Aufgabe  genügen. 
Die  Gleichungen  derselben  sind 

(x-    5)2  +  (y+8)2  =  169, 

(a;  -  22)2 +  (y- 9)2  =  169. 

608.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

und  der  Eadius 


Beispiel,     (x  —  l)^  +  (2/  -  4)*  =  20. 

609.  (xj^  +  2/1^) { a^g (2/3  -  y^)  4-  iTj (y^ -  y^)  +  0:4(^2  -  2/3)} 

-  (iCa^  +  2^2^)  { «'s (2/4  -  ^i)  +  ^4(2^1  -  2^2)  +  ^1  (2^8  -  2^4)} 
+  i^s^  +  2/3^) { «4(^1  -  2/2)  +  ^1  (2/2  -  2/3)  +  ^2 (2/4  -  2/1)} 

—  («4^  +  2/4^)  { «1  (2/2  -  2/3)  +  «^2  (2/3  -  2/4)  +  ^3  (2/1  -  2/2) }  =  0. 

610.  Es  lassen  sich  zwei  Kreise  konstruieren,  welche  den 
Anforderungen  der  Aufgabe  genügen;  dieselben  entsprechen  der 
Gleichung 

x^+y^-2(x  +  y)(x^-\-y,±y2x^y^)-^(x^-\-y,±y2x^y,y=0. 

Beispiel.     a;2+ 2/*-30(a;  +  «/) +225  =  0, 

x'+y'-    6(x  +  2/)4-     9  =  0. 

611.  Man  erhält  vier  Kreise;  dieselben  entsprechen  der 
Gleichung 

(x  ±  5-/2)'  +  0/  ±  5)/2)*  =  50. 

612.  Es  lassen  sich  zwei  Kreise  konstruieren,  welche  den 
Forderungen  der  Aufgabe  genügen;   sie  entsprechen  der  Gleichung 

(a;-5)2+G/+>^)'=25. 

613.  (o;  +  2,9)2+ (y- 3)2=  8,41. 

614.  Man  erhält  vier  Kreise,  welche  der  Gleichung 

a;2+2/2+a;>/4r2-68  +  y|/4r2-a»  +  ^'''~^"'"^^'^^0 

entsprechen.     Die    Lösung    der    Aufgabe    ist   nur   möglich,    wenn 
r'>(fyund>(|yiat. 

Beispiel.      a;2  +  2/2  +  s/Sa;  ±yT87y  +  =^  =  0. 
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615.  Man  erhält  vier  Kreise  mit  den  Gleichungen 
x^-\-y^-\-  2x+  6y—  15  =  0,     x^  ■^y^  —  10x  +  6^/ +  9  =  0, 
aJ^+2/^— 2a;(2q=>/2l)  —  6?/ +  9  q:  4-/21  =  0. 

616.  Man  erhält  zwei  Kreise  mit  den  Gleichungen 
x^+y^+2x  +  10y  =  0     und     x^  +  y^  +  2x -^y  =  0. 

617.  (.  -  xj  +  (.  -  y,y  =  ^-^^^^' 
Beispiele,     l)  {x  -  if  -f  (2/  -  2)2=^^. 

618.  Es  lassen  sich  zwei  Kreise  konstruieren.  Die  Glei- 
chungen derselben  sind 

(x-   2f+{y-   4)2=100, 

(a;  - 1 8)2 +(«/- 16)2  =100. 

619.  (a;- 1)2 +(2/ -6)2  =25. 

620.  Es  gibt  zwei  Kreise,  deren  Gleichungen 

(a;  +  5)2+ (t/- 7)2  =  169, 

f       ,    495  +  2401/3012       f  343  +  576^3012       ^  ^^ 

sind. 

621.  Zieht  man  in  der  Entfernung  }/l30  Parallelen  zu  der 
Geraden  9x  -\-  7y  =  98,  so  erhält  man  geometrische  Örter  für  den 
Mittelpunkt,  deren  Gleichungen 

9a; +  7?/ =  228,     9x+7y  =  —  32 

sind.     Man  findet  also  zwei  Kreise,  nämlich 

(a;-27ä)^+(2/+2g)^=130 

^^  (a;- 5)2 +(2/ +  11)2  =  130. 

Q22.   (a;-3)2+(j/-l)2=i85, 

1897\2 
185  ) 

623.  Die  Gleichungen  der  geometrischen  Örter  für  die  Mittel- 
punkte der  gesuchten  Kreise  sind 


/.      ,    1799\2        /  xovty       _. 


y  —  MiX y  —  M^x 


y—  M^x 


i/r+^ 


=  +  r. 


Bestimmnng  der  Gleichung  eines  Kreises  aus  gegebenen  Stücken.     107 
Es  lassen  sicli  demnach  vier  Kreise  konstruieren. 
Beispiel,     iä 


7  1/41 V  ,    f     _7V4lV 


49, 


ist 


(x  ±  7-)/ii)^4-  (y  ±  7VIiy=  49. 

624.  (a;+ 4)2+ (2/ +  10)2=  85, 

/  514\2       /  670\2_     85 

r  ~  169J  +  l^  +  I69J  ~  169^' 

625.  Man  erhält  zwei  Kreise,  deren  Gleichungen  sind 

(^_3)2  +  (y_l)2=5, 
/       ,    17\2   ,     /       ,     19\2         5 

(^  +  t)  +  (y  +  t)  =  T- 

626.  Die  Gleichung  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises 


627.  Setzt  man  (ati  +  6y  + 1)^ 
des  gesuchten  Kreises,  so  ist 


r^(u^-\-v^)==0  als  Gleichung 


a  = 


1  v^  ywiHfi^ 

Wj      1     )/Wi2+t;^2 

1    Vg   -\/u^-\-v^ 

.        ^-^ 

%     1    ywg^va^ 

1    ^3   l/wj^+ygä 

t«3    1    /wgH^^a 

Wj      v^      1 

Wi    Vi    l/wi^+^i^ 

«2       H       1 

> 

J    =    - 

^2    ^2    y'wg^+tJa^ 

Wg            yg            1 

%    H    ywgHvg^ 

Der  Gleichung   entsprechen  vier   Kreise,   da  jede  Wurzel  doppeltes 
Vorzeichen  hat. 

628.    Die  Bedingung  folgt  aus  der  vorhergehenden  Aufgabe: 


^4  yv+^'  1 


=  0, 


wo  die  "Wurzeln  mit  doppeltem  Vorzeichen  zu  nehmen  sind. 
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629.  Zur    Bestimmung    der    Mittelpunktskoordinaten    findet 
man  die  Gleichungen 

19  ^  17  +  « 

8        a«  +  6*+17a  +  15&-130' 

^ 15  +  6 

2  ~~  aH&*+17a+156-130* 

Es    lassen    sich   demnach  zwei  Kreise  konstruieren,    die  Glei- 
chungen derselben  sind 

(a;- 2)3 +(2/ -5)2  =  130, 

(.  +  20^y+  (y  +  18|S)^=  130. 

630.  Die    Koordinaten     der    den    gegebenen    Punkten    kon- 
jugierten Pole  sind 

39  52  60  25 

^S-^T'      2^3  ~"    5  '       ^4—13'      y^—         18* 

Setzt  man  die  Koordinaten  der  vier  Punkte  in  die  Gleichung, 
welche  Lösung  609  enthält,  ein,  so  geht  dieselbe  über  in  0  ==  0; 
die  Punkte  liegen  also  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Die 
Gleichung  dieses  Kreises  ist 

«2  +  2/2—  22x-  6«/  +  65  =  0. 

631.  x^+iß==lZl. 

632.  x^-\-y^  —  2ax  —  '^hy~x^^—y^^-\-2ax^^2ly^^f=(i. 

633.  Zur  Bestimmung  der  Mittelpunktskoordinaten  lassen  sich 
die  beiden  Gleichungen 

«2— l8a  +  62_    6&  +  38  =  0, 
«2  — 20a  +  &2_22&  =  0 
aufstellen.     Es   ergeben  sich  also   zwei   Kreise,   deren  Gleichungen 
(a;- 5)2 +(y+  3)2=52, 

sind. 

634.  Die    Gleichungen,    welche    zur   Bestimmung    der   Mittel- 
punktskoordinaten dienen,  sind 

a  _  5  =  +  7  y^, 
a2+ &2_iOa  + 6&  =  98  + 42/2. 
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Man  kann  demnach  vier  Kreise  konstruieren,  deren  Gleichungen  sind 

ic^  +  fe  —  7  1/2)2  _  49^ 

(a;  -  2  + 7>/2)2+ (2/ -2)2=  49, 

+  ^-(l-|l/2±y^  +  49/2)P  =  49. 

635.  Da  der  Kreis  durch  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks 
gehen  soll,  so  muß  die  Gleichung  desselben  die  Form  haben 

x^x^  +  Icx^x^  +  hx^x^  =  0. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  Tc  und  h  setzt  man  die  Ausdrücke 
für  ajj,  a;^,  x^  ein  imd  berücksichtigt,  daß  die  Koeffizienten  von 
x^  und  y^  gleich  sein  und  der  Koeffizient  von  xy  verschwinden 
muß.  Entwickelt  man  aus  diesen  beiden  Bedingungsgleichungen 
die  Werte  für  Je  und  h,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  derselben 
als  Gleichung  des  Kreises 

x^x^  sin  C  +  x^x^  sin  -4  +  x^x^^  sin  J?  =  0, 

worin  Ä,  B,  C  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  sind. 

636.  Fällt  man  von  einem  Punkte  der  Peripherie  des  ein- 
geschriebenen Kreises  Lote  auf  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks, 
nämlich  X^^  x^^  «3,  und  stellt  die  Beziehungen  zwischen  diesen,  dem 
Radius  des  Kreises  und  den  Winkeln  des  Dreiecks  auf,  so  erhält 
man  durch  Vereinigung  derselben 

Ä  TD  >  fl 

ya?!  cos  -g  +  yx^  cos  Y  +  yx^  cos  -^  =  0. 

637.  Die  relativen  Koordinaten  der  Fußpunkte  sind 

0,  iCg'  +  x^  cos  C,  %'  +  x^  cos  JB;   x^  +  x^  cos  C,  0,  x^  +  x^  cos  A\ 

x^  +  x^  cos  5,   x^  -\-  x^  cos  -4,  0. 
Die    Determinante    dieser   Koordinaten    ist    =  0,    wie    sich   unter 
Benutzung  von  Lösung  635  zeigen  läßt. 

638.  (x-x;f+{y-y,y=rK 

639.  {x-  af+{y-  iy={r±r,)\ 

640.  {x-  a)2+(y-  6)2  ^r^ -(!)'• 

641.  {x-  af-\-{y-  W  =  -^' 

sin«  2 

642.  {x  -  af  +  (2/  -  W  =  »•'  +  <'• 


110  Der  Kreis. 

643.  Betrachtet  man  die  Grundlinie  a  des  Dreiecks  als 
X-Achse,  das  im  Halbierungspunkte  derselben  errichtete  Lot  als 
Y-Achse,  so  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  gegen- 
überliegenden Spitze 

'    ^  ?>r  — w*         '4 

Für  w»  ==  w  geht  die  Gleichung  über  in  x  =  0.     Der  geometrische 
Ort  ist  in  diesem  Falle  die  Y-Achse. 

644.  (n^  —  m^)x^  -f  (n^  —  m^)y'^  -\-  2m^cx  —  m^c^  =  0. 

645.  m^(x^-\-  y^)  =  w^cl 

646.  Der  geometrische  Ort  entspricht  entweder  der  Gleichung 

3a;2+ 3/-f  2ca;-c2=0, 
oder  der  Gleichung 

3»2  4-3?/2— 8crc  +  4c2=0. 

647.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

648.  Die  Lage  der  Grundlinie  sei  dieselbe  wie  in  der 
Lösung  643;  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  hat  dann 
die  Form 

a^^+r  =  — i — 

649.  Die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  ist 

nx^  -f  ny'^  —  2  xix^  +  x^ -\-  x^ -\-  •  •  ■  -\-  x^^ 
-  ^y(Pi  +  «/2  +  %  H 1-  2/n)  +  a^i^  -f  rrg^  +  ojg^  H f-  x„^ 

650.  Die  Grundlinie  a  falle  mit  der  X-Achse  zusammen,  das 
im  Halbierungspunkte  derselben  errichtete  Lot  mit  der  Y-Achse, 
dann  hat  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  die  Gestalt 

2''+^'-t^2/-x  =  o. 

651.  Die  Grundlinie  a  falle  mit  der  X-Achse,  das  im  links- 
liegenden Endpunkte  errichtete  Lot  mit  der  Y-Achse  zusammen, 
dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 


2/ 


+  (-!)  = 


2         ftS 


4 
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652.  Sind  flJi,  </i  die  Koordinaten  des  Punktes  P^  Lx-\-  My  +  N=  0 
die  Gleichung  der  Geraden  ö,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  des 
geometrischen  Ortes 

Beispiel.        3«^+ 3/- 461/ +  147  =  0. 

653.  {X  -  x,Y  +  (3/  -  y,f  -  ^(^^+^y+^)  =  0. 

Beispiel.      (a,-|)'+(^-2)2=^. 

654.  Betrachtet  man  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  als 
Achsen  des  Koordinatensystems,  so  erhält  man  als  Gleichung  des 
geometrischen  Ortes 

655.  y^  =  — i —  X  —  x\ 
"^         m  -f  n 

Beispiele,     a)  2^^=  10a;  —  x^. 
b)  y^  =  l,^x-x^. 

656.  Die  Endpunkte  liegen  in  einem  Kreise,  dessen  Gleichung 
y^=  4:rx  —  x^  ist. 

657.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

y^  -{-  x^  +  yr  =  0, 

d.h.  die  Schnittpunkte  liegen  auf  zwei  kongruenten  Kreisen,  welche 
von    dem    gegebenen    Kreise   und    der    X-Achse    berührt    werden. 

Die  Radien  der  Kreise  sind  gleich  —  >    die  Mittelpunktskoordinaten 

(o.-{)  »»4  (0, +r). 

658.  Der  geometrische  Ort  wird  ebenfalls  von  zwei  Kreisen 
gebildet,  welche  der  Gleichung 

x^  ■{-  y^  ±:rx  =  0 
entsprechen. 

659.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 

2yyi  +  2xXi  =  Xj*  -f  y^^  +  r\ 

d.  h.    die   Mittelpunkte   liegen    auf  einer  Geraden,    welche  auf  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  (0,  0)  und  (x^,  y^)  lotrecht  steht. 


660.   {x-^J+y 


2_1, 
■""  16' 
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661.  Sind  Ä!j,  2/1  die  Koordinaten  eines  Punktes,  von  dem 
aus  die  beiden  Kreise  unter  dem  Winkel  2  a  erscheinen,  so  lassen 
sich  die  Eelationen 


tsa  =  »    tff  a  = 

O  -.  /  „    9.     I      ..    9  IT«  O 


aufstellen,  aus  denen  man  als  Gleichung  des  Ortes 

,       ,_  2^  _  26^     ('■■'+>.V'  _  0 

erhält. 

662.  Der  Anforderung  genügen  zwei  Punkte,  nämlich  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 

9x^+  9f  +  224a;  +  32y  -  800  ==  0, 
7x^  +  ly^  -  I6O2/  +  400  =  0. 

663.  Die  Gerade  falle  mit  der  X-Achse  zusammen,  der  Punkt 
L  mit  dem  Koordinatenanfangspunkte.  Bezeichnen  wir  die  Strecke 
LM  mit  a,  MN  mit  &,  so  ergeben  sich  für  den  geometrischen 
Ort  die  Relationen 

y  =  0,    x^-\-y^ T  -\ ^^ — TT^  ==  0. 

Derselbe  wird  also  von  der  X-Achse  und  von  einem  Kreise 
gebildet,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  X-Achse  liegt. 

664.  x^  +  y^-2x-^^^  =  0.   Welche  Lage  haben  die  Schnitt- 

x^  -\-  ajg 

punkte  dieses  Kreises  mit  der  X-Achse  zu  den  gegebenen  Punkten? 


665.  .^+j,^-|j,]/r^-(|y_(|y 


666.  y^  -\-  x^  —  ex  +  cy  cot  C  =  0,  d.  h.  der  Ort  besteht  aus 
zwei  Kreisen,  welche  kongruent  sind,  und  deren  Mittelpunkte 
symmetrisch  zur  X-Achse  liegen. 

667.  Die  Mittelpunkte  bewegen  sich  auf  einem  Kreise,  dessen 
Gleichung  ist 


x^+y^—  ex  +  ci/tg-  =  0. 


668.  Man  findet  als  Gleichung  des  Ortes 

N(x^  +  y^)  +  r\Lx  +  My)  ==  0. 
Bewegt  sich  also  der  Pol  P  auf  einer  Geraden  fort,  so  beschreibt 
der   kreisverwandte   Pol    einen   Kreis,   der   durch    den   Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreises  geht. 
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669.  x^  +  y ^^-5 1-^  =  0. 

r/  — Oj* 
Der  kreisverwandte  Pol  bewegt  sich   also   ebenfalls   atif  der  Peri- 
pherie eines  Kreises  fort,   dessen  Mittelpunkt  auf  der  Zentrale  der 
beiden  gegebenen  Kreise  liegt. 

670.  Pur  ttj  =  r^  erhält  man 

2aj^x  =  r^. 

Geht  also  JBTj,  der  Ort  des  Poles,  durch  den  Mittelpunkt  von  K,  so 
beschreibt  der  kreisverwandte  Pol  eine  Gerade.    (Vgl.  Lös.  668.) 

671.  (au  +  hv  +  1)2  -  r\u^  +  v^)  =  0. 

Die  Einhüllende  ist  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r.  Die  Mittelpunkts- 
gleichung ist    aw  +  &v  +  1  =  0. 

672.  2a^uv-\-2au-\-  2av +  1  =  0. 

Die  verschiedenen  Lagen  der  Geraden  werden  von  einem  Kreise 
eingehüllt,  der  den  Eadius  a  besitzt  und  von  den  Schenkeln  des 
rechten  Winkels  berührt  wird. 

673.  (&M  cos  a  +  &v  sin  a  +  1)8  =  a^{u^  -f-  v^). 

Der  Radius  des  Kreises,  der  dieser  Gleichung  entspricht,  und  die 
Mittelpunktsgleichung  lassen  sich  leicht  bestimmen. 

674.  r-g^M^  +  r^V  ==  r^l 

675.  a^v^  —2au  -  1=0. 

676.  2a^uv  +  2au  +  2av+l  =  0. 

677.  Die  Enveloppe  besteht  je  nach  der  Lage  des  Winkels  u 
aus  einem  der  Punkte  2r sin^aw  +  2 r sin a cos  a t;  +  1  =  0. 

678.  Die  Enveloppe  ist  der  Kreis 

l-(r«-^)  .  (t*2  +  t,2)  =  0. 

679.  1 -(!)'•  (w2  +  ^2)  _  0. 

680.  Die  Koordinaten  von  BC  sind 
1  1 


u  = -, ^ —  J      V  = 


^(tgf  tgf-l)  .tg5(tg^tgf-l) 

Durch  Elimination  von  B  ergibt  sich  als  Enveloppe  der  Kreis 
u^s^U-tg^j)  +  2uvsHg^-]-  2ms  +  2üstg^4-l  =  0. 

Welches  ist  der  Radius,  welches  die  Gleichung  des  Mittelpunktes? 
(Vgl.  Lös.  545  b.) 

Hochbeim,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie.  I.  B.  3.  Aufl.  g 
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681.  Die  Koordinaten  sind  u  =  —  ,  .  „•>  v  =  —  r—- — 77»  die 
Enveloppe  1  —  V.  sm^ G.(u^  -\-  v^)  =  0. 

682.  über  die  Koordinaten  siehe  Lösung  515  und  514.  Die 
Enveloppen  sind  die  Kreise 

1  -  b^sin^^iu^  +  v^)  =  0     und     1  -  h^coB^~{u^  +  v^)  =  0. 

683.  a)  Der  Gleichung  Ej^  +  JcE^  =  0  entspricht  ein  System 
von  Kreisen,  die  alle  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  K^  =  0, 
jBTg  ==  0  hindurchgehen.  Ein  solches  System  existiert  auch  noch, 
wenn  die  beiden  Fundamentalkreise  sich  berühren  oder  keine 
reellen  Schnittpunkte  besitzen. 

b)  Die  Gleichung  des  Mittelpunktes  des  Kreises 
K^  +  /"Zg  =  0    ist    M^  +  fM^  =  0. 

684.  Gehen  E^  und  E^  bei  Einsetzung  von  a;^,  «/i  über  in 
JK"j',  JK^',  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Je  die  Gleichung 

El  +  hE^  =  0. 

Also  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises 

E^E^-E^El^.^. 
Beispiele. 

a)  l{y?  +  y^)  -  18ic  —  28?/  =  0. 

b)  139(r»2+/)- 916a;  — 1730«/ +  1849  =  0. 

685.  Zur  Bestimmung  von  Ä  erhält  man  die  Gleichung 
(^i  +  Ä^)2+(5,  +  Ä;J52)2-4(C',+ÄC2)(l+Ä)  =  4r2(l  +  fc)2. 

Da    diese    vom    zweiten    Grade    ist,    so    ergeben  sich  zwei  Kreise, 
welche  der  Anforderung  genügen. 

Beispiel. 
6(a;24-2/2_6a;— 2^-26)  —  (5  ± ]/69)(a;2+2/^+  2a;-4«/-ll)  =  0. 

686.  Man  findet  den  Wert  von  Ti  aus  der  Gleichung 
L{A^  +  hA^  +  M{B^  +  liB^  -  'ili({\  +  fc)  =  0. 

Beispiel.     (^  =  — y)* 

a;2  +  2/2  _|_  50^  _|_  33^  _  50  =  0. 

687.  Es  ergeben  sich  zwei  Werte  für  \  also  lassen  sich  zwei 
Kreise  konstruieren. 

(fc==y)-    25a!2+ 252/2— 80a;  — 494«/+ 64  =  0. 

(A;  =  _±).    a;2+ 2/2 _  36a; -46?/+ 324  =  0. 


Kreise,  welche  sich  schneiden  oder  berühren. 
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688.    Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  sind 


X  = 


2a 


2/  =  ±  g^l/C»-  +  ri  +  a)(- r  +  ri+  «)(»•  - r^-^  d){r  +  r^-d). 

Daxaus  folgt:  Die  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  sind  reell, 
wenn  die  drei  letzten  Faktoren  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv 
sind,  also  wenn  r^  +  «  >  *",  »"  +  «  >  »"i,  r  +  r^  >  a.  Aus  den 
drei  Strecken  r,  rj,  a  läßt  sich  in  diesem  Falle  ein  Dreieck  kon- 
struieren. Die  beiden  Schnittpunkte  fallen  zusanunen,  wenn  einer 
jener  Faktoren  gleich  0  ist.  Die  beiden  Kreise  berühren  sich  also, 
wenn  r  -\-  r^=  a  oder  a  =  ±:{r  —  r^  ist.  Die  beiden  Schnitt- 
punkte sind  imaginär,  wenn  einer  jener  drei  Faktoren  negativ  ist, 
also  wenn  r  ■\-  r^<C.a  oder  r^  +  a  <  r  oder  r  +  a  <  r^.  Im 
ersten  Falle  liegen  beide  Kreise  getrennt,  in  den  beiden  letzten 
Fällen  schließt  der  eine  Kreis  den  andern  ein.  Fflr  a  ==  0  end- 
lich wird  05  =  oo,  t/  =  oo,  die  beiden  Kreise  sind  konzentrisch. 

689.  Die  beiden  Kreise  durchschneiden  sich  rechtwinklig. 

690.  AA^  +  BB^  -  2(C  -f  Ci)  =  0. 

691.  Ist  flj^  +  2/^  -f  J-iC  +  5?/  +  C  =  0  die  gesuchte  Gleichung, 
so  findet  man  mit  Hilfe  der  vorigen  Lösung  als  Gleichung  des 
gesuchten  Kreises 


2Ci 
2C7, 


-  X 
A. 


-y 

^2 

5, 


im  zweiten 


693. 


692.    Im  ersten  Falle  lautet  die  Bedingungsgleichung 

694.  Zur   Bestimmung   von  h   ergibt  sich  eine  quadratische 
Gleichung;  es  lassen  sich  denmach  zwei  Kreise  konstruieren. 

(Je  =  8).       9a;2  +  ^f  -  30a;  -  106y  +  25-0. 
(fc  =  _l).    a;2+2/^— 74a;  — 106!/ +  1369  =^0. 

695.  (ä;  =  |)-    5a;2  +  52/2  +  2?/ -  39  ==  0. 
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696.  Der  einscliließende  Ejreis  entspricht  der  Gleichung 

a;2+2/^— 12a;  =  0, 
der  ausschließende  der  Gleichung 

7a;2+ 72/2— 60  a;  =  0. 

697.  (,-\ry  +  (y-^ry-ir'. 

698.  a;2  +  (3,  +  |r)'-|r^ 

699.  Man  erhält  zwei  Kreise,  deren  Gleichung 

ist.  ^'-"^^ 

700.  Die  gemeinschaftliche  Sehne  entspricht  der  Gleichung 

Beispiele,    a)    6a; —    2y —    5  =  0. 

b)  12a;  +  172/ —  51  =  0. 

Die  Radikalachse  ist  reell,  obwohl  die  beiden  Kreise  sich  in  zwei 
imaginären  Punkten  durchschneiden. 

701.  Die  beiden  Geraden  stehen  lotrecht  zueinander. 

702.  Die  Radikalachse  zweier  konzentrischen  Kreise  fällt  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen. 

703.  Die  Gleichung  der  Radikalachse  ist 

(«2-  ai)a;  +  {\-  \)y  =  ^ -^-^ '        '  • 

Die  Radikalachse   des  Kreises   und   des  Punktes   halbiert   den  Ab- 
stand des  Punktes  von  seiner  Polare  und  ist  der  letzteren  parallel. 

Beispiel.     39  a;  +  34^/ —  417  ==  0. 

704.  14a;  — 42/  + 31  =  0. 

Die  Radikalachse   der  beiden  Punkte   steht   auf  der  Verbindungs- 
linie derselben  im  Halbierungspunkte  lotrecht. 

705.  Die  gerade  Linie  ist  als  ein  Kreis  mit  unendlich 
großem  Durchmesser  anzusehen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Unend- 
lichkeit liegt,  sie  entspricht  also  der  Gleichung 

^  -ry  -\-     ^j^i^     X^      ^^^     2/+     ^j^^     -^, 

wenn   Tt  =  —1  ist.     Subtrahiert    man   von    dieser   Gleichung    die 
des  Kreises  K 
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so  erhält  man 

iÄ,-A;)x  +  iB,-B,)y  +  Ci-  0^  =  0. 

Die  Radikalachse  fällt  also  mit  der  Geraden  L  zusammen. 

706.  Man  findet  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  in  der  vorher- 
gehenden Lösung,  daß  die  Radikalachse  mit  der  Geraden  L  zu- 
sammenfällt. 

707.  K-^K.=  0. 

Der  geometrische  Ort  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Schnitt- 
punkte der  gegebenen  Kreise  hindurchgeht. 

708.  Das  Resultat  findet  man  aus  der  vorigen  Lösung,  wenn 
man  m  ==  n  setzt,  also  K^  —  -K^  =  0.  Der  geometrische  Ort  fällt 
mit  der  Radikalachse  zusammen. 

709.  h  ist  gleich  dem  Verhältnis  der  Quadrate  der  Tangenten, 
welche  sieh  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Kreises  JT^  —  JcK^  =  0 
an  die  Kreise  Kj^=  0  und  5*2  =  0  ziehen  lassen. 

710.  Jede  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  Kreise  wird 
durch  die  Radikalachse  halbiert. 

711.  Die  Gleichungen  der  Radikalachsen  sind 

Da  die  Gleichung 

K^  —  K^  +  K^—  K^+  K^~  K^=  0 

eine  identische  ist,   so   müssen   sich   diese  drei  Geraden  in  einem 
Punkte  schneiden. 

712.  Die  Gleichungen  der  drei  Radikalachsen  sind 

20a;  4- 142/-  97=0, 
2iC  +  14«/4-  35  =  0, 
IIa; +  142/  — 31  =  0; 
demnach  die  Koordinaten  des  Radikalzentrums 

ff  1  Q  SS 

a;i=7y,   2/i=-3^- 

713.  %  =  -  4|,   2/i  =  -  ^; 


<=  4,487873  ... 
714.  (^-7i)^+(3/  +  3g)^=121 


1764' 
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715.  Die  Gleicliungen  der  Radikalachsen  sind 

8a;  +  32/ +  48  ==  0,    20a;  -  2«/ +  23  =  0, 
—  4a;  +  8?/  4-  73  =  0; 
die  Koordinaten  des  Eadikalzentrttms 


716.  {.-l|)^+(,  +  3g) 

717.  a;,=  -lä'  2/1= -2g 


76'  i'l      *"19 
27\2   60625 
1568  ' 


19   -='1      *^  38 

125 
162* 


718.  (.  +  2if+(,-A)^=10, 

719.  Man  beschreibt  einen  Hilfskreis,  der  die  beiden  Kreise 
jKj  und  K^  schneidet,  zieht  die  Eadikalachsen  des  Hilfskreises  und 
jedes  der  gegebenen  Kreise  und  fällt  von  dem  Schnittpunkte  dieser 
Geraden  ein  Lot  auf  die  Zentrale  von  K^  und  K^.  Dieses  Lot  ist 
die  gesuchte  Radikalachse. 

720.  x^ -h  y^  -  2Jcx  +  f  =^  0. 

Erteilt  man  Jo  alle  möglichen  reellen  Werte,  so  erhält  man  die 
verschiedenen  Kreise  des  Büschels.  Ist  die  Konstante  p  positiv, 
so  sind  die  Schnittpunkte  der  Kreise  mit  der  Radikalachse  imaginär, 
dagegen  sind  dieselben  reell,  wenn  f^  negativ  ist. 

721.  Man  erhält  die  Punktkreise  des  Kreisbtischels ,  wenn 
man  Ic  =  ±  f  setzt,  denn  in  diesem  Falle  geht  die  Gleichung  über 
in  (ä;  +  fY  +  2/^  =  0.  Dieser  Gleichung  entsprechen  zwei  unendlich 
kleine  Kreise  (Punkte),  welche  symmetrisch  zur  Radikalachse  auf 
der  X-Achse  liegen. 

722.  Das  Kreisbüschel  besitzt  nur  dann  Punktkreise,  wenn 
f^  in  der  Gleichung  x^  -\-  y^  —  27cx  -\-  p  =>  0  einen  positiven  Wert 
hat,  d.  h.  wenn  die  Schnittpunkte  der  Kreise  und  der  Radikalachse 
imaginär  sind.  Sind  die  letzteren  Schnittpimkte  reell,  so  gehören 
zu  dem  Büschel  keine  Ptmktkreise. 

723.  Sind  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  (0,  +  h)  und 
(0,  —  /i),  so  ist  die  verlangte  Gleichung 

x^ -\- y^  -  2Tcx -^  h^  =  0. 

724.  x^+y^  —  27cx  +  f=^0. 

725.  Der  Beweis  folgt  aus  der  Identität 


Das  !Ereisbüscliel. 
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(Vgl.  Lös.  229.)  Die  Kreise  des  Büschels  schneiden  demnach  die 
X-Achse  in  Ptmktepaaren  einer  Involution. 

726.  a;2^.2,2_^i-i^l±/!z:i*a;  +  /'2=0. 

727.  Die  Berührungspunkte  liegen  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises,  welcher  der  Gleichung 

entspricht. 

728.  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  der  Radikalachse   des 

ursprünglichen    Büschels   Tangenten   an   alle   Kreise   desselben,   so 

liegen  die  Berührungspunkte  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  der 

sämtliche    Kreise    lotrecht    durchschneidet.     (Vgl.  Lös.  727.)     Sind 

0,  fcj  die  Mittelpunktskoordinaten  dieses  Kreises,  so  ist  die  Gleichung 

desselben 

x^ -\- y^  —  2\y  —  f  =^  0. 

Dieser  Relation  aber  entspricht,  wenn  man  \  alle  möglichen  reellen 
Werte  erteilt,  d.  h.  wenn  man  P  auf  der  Radikalachse  fortgleiten 
läßt,  ebenfalls  ein  Kreisbüschel. 

729.  Da  die  Gleichung  des  konjugierten  Büschels 

x^-\-y^  —  2\y  —  f=0 

ist,  so  ist  ersichtlich,  daß  alle  Kreise  desselben  durch  die  Punkt- 
kreise des  ursprünglichen  Büschels  gehen  müssen.  Die  Zentrale 
des  ursprünglichen  Büschels  ist  Radikalachse  des  konjugierten. 

730.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  des  zweiten  Büschels 
sind  a?i  =  ±  /",  2/i  =  0,  demnach  entsprechen  die  Polaren  dieser 
Punkte  bezüglich  der  Kreise  des  ersten  Büschels  der  Gleichung 

xTf-0. 

Die  Polaren  eines  Schnittpunktes  bezüglich  der  Kreise  des  kon- 
jugierten Büschels  fallen  also  zusammen. 

731.  Der  gesuchte  Kreis  des  Büschels  entspricht  der  Gleichung 


x^-\-y^ 


a*-f  &2^/2_y! 


x-{.f==0. 


732.  Nach  Lösung  700  erhält  man 

2ax  -f  2})y  -  {a^+h^-r^)  +  f-2lx  =  0, 

d.  h.  die  Gleichung  eines  Büschels ,  dessen  Fundamentalstrahlen 

2ax  +  2ly  -  (a«-f  ft^-  r«)  +  f=  0, 

a;  =  0 
sind. 
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733.  Die  Polaren  bilden  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Gleichung 
xx^-\-  yy^  -\-  f^  —  Icix  •\-  x^  =  0  ist.  Der  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels  wird   der  harmonische  Pol  des  Punktes  (a?!,  y^  genannt. 

734.  a)  Die  Koordinaten  des  harmonischen  Poles  sind 

^'    ^  Vi 

b)  Der  Abstand  der  beiden  Pole  wird  durch  die  Radikalachse 
halbiert. 

c)  Die  Verbindungslinie  wird  in  einer  involutorischen  Punkt- 
reihe geschnitten. 

735.  Die  Gleichung  des  Büschels  ist 

f^+x'-'^i^±^l^I^y-.f=:0. 
Vi 

Die  Zentrale  aller  Kreise  desselben  ist  die  Y-Achse  und  die 
Schnittpunkte  aller  Kreise  sind  die  Punktkreise  des  ursprünglichen 
Büschels.  Das  Büschel  ist  also  das  dem  ursprünglichen  konjugierte. 
(Vgl.  Aufg.  728.) 

736.  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  der  Radikalachse 
Sekanten  durch  die  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kreise,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Peripherien  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  der  der  Aufgabe  genügt.  Sind  die  Koordinaten  des 
Punktes  P:  0,  &,  so  ist  die  Gleichung  des  betreffenden  Kreises 

{y  +  ^)'+  ix  -  {\  -  \)y = \'  +  \'  -^f+ ö:. 

737.  Der  Punkt  P  der  Radikalachse  war  in  der  vorhergehenden 
Lösung  beliebig  gewählt.  Lassen  wir  denselben  auf  der  Radikal- 
achse fortgleiten,  so  ändert  sich  der  Radius  des  gefundenen  Kreises 
und  die  Ordinate  des  Mittelpunktes,  dagegen  bleibt  die  Abszisse 
unverändert.  Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  ist  demnach 
eine  Gerade,  welche  der  Radikalachse  von  K.^^  und  K^  parallel 
läuft;  sie  wird  die  sekundäre  Radikalachse  der  Kreise  K^  und  K^ 
genannt.     Die  Gleichung  derselben  ist 

738.  Alle  Kreise,  welche  der  Gleichung 

[y  +  ^)  +  {X  -  {\  -  i,)y  =  \^  -f  Tc,^+  f  -f  ö_^ 

für  beliebige  Werte  von  &  entsprechen,  gehen  durch  die  beiden  Punkte 

{h -K± yh^  +  K  +  f,  0), 

sie  bilden  also  ein  Büschel,  und  zwar  ist  die  X-Achse  die  Radikal- 
achse desselben. 
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739.  Die  Gleichungen  der  sekundären  Eadikalachsen  der  drei 
Kreise  sind 

2x{a,-  a,)  +  2y(b,  -  h,)  -  {r,' -  r,^  +  a,' -  a,'  +  h,'  -  b,^)  =  0, 

2x(a,  -  a,)  +  2t/(&3  -  h,)  -  (r,' -  r/  +  a,'  -  a,^  ^  h,'  -  b,')  =  0, 

2x{a,  -  a,)  +  2y(b,  -  b,)  -  (r,'  -  r,'  +  a,'  -  a,^  +  h'  -  b,')  =  0. 

Da  die  Summation  derselben  die  Identität  0  =  0  liefert,  so  schneiden 
sich  diese  drei  Geraden  in  einem  Punkte. 

740.  Die  Gleichungen  der  sekundären  Eadikalachsen  sind 

«^  +  i  =  0, 
6y  +  lSx—S6j  =  0, 
6?/ +    8a;  —  39  =  0; 
die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  derselben 

^i^-h   3^1  =  7|-, 
demnach  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises 

/       1      1\2   ,    /  rrl\2        2290 

741.  Der  Gleichung  entsprechen  Kreise  (Lös.  523);  doch  läßt 
sich  nicht  jeder  beliebige  Kreis  durch  die  Gleichung  darstellen,  da 
die  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  von  drei  Konstanten  abhängt, 
hier  aber  nur  zwei  Konstanten  (durch  f  und  Ji)  willkürlich  bestimmt 
werden  können.  Nun  ist  die  Radikalachse  eines  durch  die  Gleichung 
ausgedrückten  Kreises  imd  des  Kreises  K^ 

dieselbe  geht  also  durch  das  Radikalzentrum  der  drei  gegebenen 
Kreise;  entsprechend  die  Radikalachse  des  betreffenden  Kreises 
und  K^.  Die  Gleichung  drückt  also  ein  System  von  Kreisen 
(Kreisnetz)  aus,  die  ein  gemeinsames  Radikalzentrum  haben  und 
demgemäß  alle  von  demselben  Kreise  rechtwinklig  geschnitten 
werden. 

742.  Der  gesuchte  Kreis  ist  derselbe  wie  in  Lösung  691. 

743.  Man  entwickelt  zunächst  die  Gleichungen  der  Berührungs- 
sehnen eines  der  beiden  gegebenen  Kreise,  berechnet  sodann  die 
Koordinaten  der  Berührungspunkte  und  bestimmt  mit  Hilfe  der- 
selben die  Gleichungen  der  Tangenten. 

Die  Gleichung  der  Berührungssehne  der  äußeren  Tangenten 
ist  für  den  ersten  Kreis 
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(«2  -  aj  (x  -  «i)  4-  (&2  -  &i)  {y  -  h)  =  n  (r,  -  rg), 
die  der  Berührungsseline  der  inneren  Tangenten 

(a^  -  ai)  {x  -  «i)  4-  (&2  -  \)  {y  -  h^)  =  r^(r^  +  r^). 

Beispiele,     a)    Die    Gleiclmngen    der    Berührungssehnen    für 
den  ersten  Kreis  sind 

a;  +  «/  =  19,     x-i-y=n, 
die  Koordinaten  der  Berührungspunkte 

21  +  1/31  17  =F  1/31 

^tr~^ — '  \-      2     ' 

19  +  1/23  15  T  V23 

Demnach  sind  die  Gleichungen  der  äußeren  Tangenten 

a!(>/31  -  1)  -  2/(/3T+ 1)  =  12  +  2  ]/31, 

-a;(y3T+ 1)  +  2/(>/31- 1)  =  12- 21/31; 

dagegen  die  der  inneren  Tangenten 

X  (3  — y23)  +  2/  (3  +  /23)  =28-2 1/23, 
a;  (3  +  -)/23)  +  2/  (3  -  >/23)  =28  +  2  /23. 

b)    Die    Gleichung    der   Berührungssehne    des    ersten    Kreises 
für  die  äußeren  Tangenten  ist 

x+3^J  =  10, 
die  Koordinaten  der  Berührungspunkte 

Xi  =  l,       2/1  =  3; 

^2  ~  °b'     2/3—  "5"? 

demnach  die  Gleichungen  der  äußeren  Tangenten 
Ä— 1  =  0,     4ic  —  3t/ —  31  =  0. 
Die    Gleichung    der   Berührungssehne   des    ersten    Kreises    für    die 
inneren  Tangenten  ist 

a;  +  3?/  +  14  =  0. 

Da  diese   den  ersten  Kreis   in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet, 
so  lassen  sich  keine  reellen  inneren  Tangenten  konstruieren. 

744.    Die  Kooirdinaten   des   äußeren  Ähnlichkeitspunktes   sind 

J*!  —  rg  ^1  r^  —  ^2 

die  des  inneren 

Beispiel.    iTj  =  —  49,  2/i  ==  —  57, 

Ä'z^ö^'  2/2  = -2n- 
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745.    Man  erhält 


^,  =  ~,    2/.=  «';    :»,=  ^.   y,-'-^^ 


2 

d.  h.  der  äußere  Ähnlichkeitspunkt  liegt  in  der  Unendlichkeit,  der 
innere  halbiert  die  Zentrale  der  beiden  Kreise. 

746.  Aus  den  Werten  für  die  Koordinaten  der  Ähnlichkeits- 
punkte  ergibt  sich: 

Berühren  sich  die  beiden  Kreise  von  innen,  so  fällt  der  äußere 
Ähnlichkeitspunkt  mit  dem  Berührungspunkte  zusammen,  berühren 
sie  sich  dagegen  von  außen,  so  liegt  der  innere  Ähnlichkeitspunkt 
in  dem  Berührungspunkte. 

747.  Da  rg  in  diesem  Falle  gleich  Ntill  ist,  so  erhält  man 

ajj  =  a?2  =  ^2 1     Vi'^^  y^^^  ^2* 
Beide  Ähnlichkeitspunkte  fallen  also  mit  dem  Punkte  zusammen. 

748.  Die  unendlich  kleinen  Eadien  sind  gleich,  daher  halbiert 
der  innere  Ähnlichkeitspunkt  den  Abstand  der  beiden  Punkte, 
während  der  äußere  auf  der  Verbindungslinie  derselben  in  der 
Unendlichkeit  liegt. 

749.  Die  Koordinaten  der  Ähnlichkeitspunkte  sind 


Die  Ähnlichkeitspunkte  fallen  also  mit  den  beiden  Punkten 
zusammen,  in  denen  der  zu  der  Geraden  lotrechte  Durchmesser 
die  Peripherie  des  Kreises  durchschneidet, 

750.  Die  Zentrale  wird  durch  jeden  der  Ähnlichkeitspunkte 
im  Verhältnis  der  Radien  geteilt.  Sind  demnach  J.^  =  0,  Ä^  =  0 
die  Gleichungen  der  Mittelpunkte,  so  sind  r^A^  —  r^Ä^  =  0^ 
i\ A^-\-  r^A^^  0  die  der  Ähnlichkeitspunkte.  Die  Ähnlichkeits- 
punkte und  die  Mittelpunkte  sind  also  harmonische  Punktepaare. 

751.  Der  gesuchte  Kreis  gehört  sowohl  zu  dem  Büschel 
{x  -  a,y  +  {y  -  \y-r^'  +  h{{a^-a,){x  -  a^)  + 

(&2-&i)&-&i)-^i(»'i-»'2)}  =  0, 
als  auch  zu  dem  Büschel 

{x  -  03)2+  {y  -  6g)2  -  r^^  +  l^{{a^-a^){x  -  a,)  + 

(&i-  ^2)  {y  -  ^2)  -  »'s  (^2  -  »"i) }  =  0. 
Zur   Berechuung   von   \    und   Ä^    ergeben    sich   demnach  die  Re- 
lationen 
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«1^  +  h^  —  ^1^  —  «1^1  («2  —  «i)  —  ii\i\  —  h)  —  ^i**i(*'i  —  h) 
=  «324.  j^2_  ,.^2_  a^k^ia^  -  «2)  -  &2^2(^i-  ^2)  -  ^2^2(»'2  -  ^1), 
woraus  folgt 

h\  =         1,      «^2  =  —  1. 

Die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  ist  demnach 

a;2  _|_  y2  _  aj(-^^  _^  ^^-^  —y(h+  h^)  +  a^a^  +  &1&2  —  »'1^2  =  0. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  halbiert  die  Zentrale  der  gegebenen 
Kreise  K^  und  E^. 

752.   Die   Koordinaten    der    äußeren   Ähnlichkeitspunkte   sind 
von  Ä2  und  K^:  x^  =         _         '    ^^i 


*'2         ^S  **2  ~  »'s 

r.  -  r,         ^2  y  _  „ 


■p-  j     TT  ^1  »'s  ~  ^J^s  »"i  &r  »'s  —  &«  »'1 

von  Z-g  und  E^:  x^  =    ^Z,/  S  »/g  =    ^/     /  S 

'  8  '  1  '3         '1 

von  K,  und  ^2 :  ^3  =  ""^ ""^  ~  "^ "^  &e^i-&x^2. 


Da  bei  Einsetzung  dieser  Werte  die  Gleichung 

2/1  («'2  -  ^3)  +  2/2(^3  -  ^1)  +  2/3(^1  -  aJg)  =  0 
eine  identische  wird,   so   liegen  die  drei  Punkte  in  einer  Geraden. 
Die  Gleichung  dieser  Geraden  ist 

y{r^ («3 -  ag)  +  r^ (% -  «3)  +  r^ {a^  -  aj}  -  x{r^{\  —  h^)  +  r^ (&i  -  63) 

+  »-3  ih  —  ^1)}  =  ^1  («3  h  —  <^i  h)  +  ^2  («1  ^3  —  «3  ^1)  +  r^  («2  ^1  -  «1  &2)- 

753.  Bildet  man  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier 
inneren  Ähnlichkeitspunkte,  so  findet  man,  daß  derselben  die 
Koordinaten  eines  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  genügen.  Daraus 
folgt:  Verbindet  man  zwei  innere  Ähnlichkeitspunkte  durch  eine 
Gerade,   so   geht   dieselbe   durch   einen   äußeren  Ähnlichkeitspunkt. 

754.  Die  Gleichungen  der  vier  Ähnlichkeitsachsen  sind 
9«/—    lOic—    40  =  0,    61«/  — 130ic  + 200  =  0, 

81»/  —  130a;  +  200  =  0,    13»/  —    10a;  —    40  =  0. 

755.  Der  Punkt  P^  ist  ein  Ähnlichkeitspunkt  der  Kreise  K^  und  Ä'g, 
P2  ein  Ähnlichkeitspunkt  der  Kreise  K^  und  K^.  Die  Verbindungslinie 
dieser  beiden  Punkte  muß  demnach  (nach  Lös.  753)  die  Zentrale  der 
Kreise  K^  und  K^  in  einem  Ähnlichkeitspunkte  dieser  beiden  letzteren 
Kreise  schneiden.  Wann  wird  dieser  Schnittpunkt  der  innere,  wann 
der  äußere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  gegebenen  Kreise  sein? 

756.  Man  verbindet  den  Punkt  P  mit  den  Ähnlichkeitspunkten 
der  gegebenen  Kreise  K^  und  JKg  und  verlängert  diese  Verbindungs- 
linien bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Peripherie  von  K^.  Auf  diese 
Weise   erhält  man   die  Punkte,   in   denen   der  Kreis  K^   von   dem 
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gesuchten  Kreise  berührt  wird.  Der  gesuchte  Kreis  kann  die  beiden 
gegebenen  einschließend  oder  ausschließend,  oder  den  einen  ein- 
schließend, den  andern  ausschließend  berühren. 

lbl.{x-a,y+{y-\f-r,^Vf{{x-a,y+{y-l,y-r,^]^(>. 

Das  negative  Zeichen  ist  zu  setzen,  wenn  der  äußere  Ahnlichkeits- 
punkt,  das  positive,  wenn  der  innere  Ähnlichkeitspunkt  Mittelpunkt 
des  Kreises  ist. 

758.  Zur  Bestimmung   der  Mittelpunktskoordinaten   und   des 
Radius  des  gesuchten  Kreises  dienen  die  Gleichungen 


•la  


K!"  x,  +  x,-2a,      )  +  [^ 


Berechnet  man  aus  drei  Gleichungen  die  gesuchten  Größen  und 
setzt  die  Werte  derselben  in  die  vierte  Gleichung  ein,  so  findet 
man,  daß  die  Lösung  nur  dann  möglich  ist,  wenn 

yi(x^  —  ttj)  +  2/2  («1  —  Xi)  +  hi^i  —X2)=0 

ist,   d.  h.  wenn    die   gegebenen  Punkte   mit  dem  Mittelpunkte  von 

Kl  in  einer  Geraden  liegen.   Die  Gleichimg  des  gesuchten  Kreises  ist 

{x^-\-x^-2a^Y       (2/1+2/8-2  fei)*' 
Beispiel.     (.._6i-)^+(y-25l)^=^. 

759.  Ist  {x  —  a^^-^-tß^r^^  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises, 
so  sind  die  Unbekannten  Og,  r^   bestimmt  durch  die  Gleichungen 

Die  Lösung  ist  demnach  nur  dann  möglich,  wenn 
r^^  { («1  -  a)2  +  62 1  _  i^xi^  ^  0, 
d.  h.  wenn    die   Verbindungslinie    von    P    und    Pj    den   gegebenen 
Kreis  schneidet   oder   berührt.    Im   ersten  Falle  ergeben  sich  zwei 
Kreise,  im  zweiten  nur  ein  einziger. 

760.  Bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  des 
gesuchten  Kreises  mit  oj,  y,  den  Radius  mit  e^  so  lassen  sich  zur 
Bestimmung  dieser  Größen  folgende  Relationen  aufstellen: 

ri{x  —  d)  —  z  (aj  —  a)  =  0, 
ri{y-'b)-z{\-l)=0, 
(x-  a,Y  +  {y-\y-  {r,  +  zy=0. 
Es  ergeben  sich  demnach  zwei  Lösungen. 
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761.  Die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  ist 

Die  Winkel,  unter  denen  die  gegebenen  Kreise  von  einem  Punkte 
der  Peripherie  dieses  Kreises  gesehen  werden,  sind  gleich.  Vgl. 
Lösung  661. 

762.  Alle  drei  ßadikalachsen  entsprechen  der  Gleichung 

2  K-  a,)x  +  2  (&,-  \)tj  -{a,'  +  \^  -  r^^)  +  (a^^  +  \^  -  r^^)  =  o ; 
sie  fallen  also  zusammen.    Die  drei  Kreise  gehören  zu  einem  Büschel. 

763.  Die  Polaren  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  sind 

{x  —  a^{a^_  —  «i)  4-  («/  —  ?>i)(fe2  —  ^i)  =  ^i(**i  —  »'s)» 
{x  —  a^(a^  —  aj  +  {y  —  \)Q)2  —  ?>i)  =  uX^\  —  r^), 
die  des  inneren  Ähnlichkeitspunktes 

(x  —  a^)(a^  —  ai)  -\- {y  —  \)(h^  —  h^)  =  r^{i\  +  r^), 
{x  —  a^){a^^  —  a^  -\r  {y  —  l^Q)^  —  &i)  =  r^{r^  +  r^). 
Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  der  Gleichung  der  Badikal- 
achse  beider  Kreise,  so  findet  man  leicht,  daß  sowohl  die  Polaren 
des  äußeren  als  die  des  inneren  Ähnlichkeitspunktes  bezüglich  der 
Kreise  K^  und  K^  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Radikalachse 
liegen,  imd  daß  ihr  Abstand  von  dieser  Linie  halbiert  wird. 
Ferner  ersieht  man,  daß  die  Polaren  der  Ähnlichkeitspunkte  be- 
züglich des  Kreises  K^  denselben  Abstand  voneinander  haben, 
wie  die  Polaren  derselben  Punkte  bezüglich  des  Kreises  K^. 

764.  Man  findet 

E^  =  (x-  iyjr{y-iy-  9  =  0, 

Zg  =  (x  —10)2  +{y  —  8)2  —  36  =  0. 

765.  Die  Gerade,  welche  die  Punkte  P^,  P^  verbindet,  sei 
die  F- Achse,  das  im  Halbierungspunkte  von  P^P^  errichtete 
Lot  die  X-Achse,  dann  gehört  der  gesuchte  Kreis  dem  Büschel 
x^  -\-  y^ —  2A;ä;  —  f^  =  0  an.  Ist  y  =  Äx  -f  6  die  Gleichung  der 
Geraden,  welche  berührt  werden  soll,    so  erhält  man  das  Resultat 

x^+tf-  2J&JL  ±/(&2_  /2)(i  +  A')}x  -  f  =  0. 

Es  lassen  sich  also  zwei  Kreise  konstruieren. 

Beispiel,     ic^^  «z^- 2|35  ±  3-|/l3Ö)a;  -  4  =  0. 

766.  Erteilt  man  dem  Koordinatensystem  dieselbe  Lage  wie 
in  der  vorhergehenden  Lösung,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der 
Größe  h  die  Relation 
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«1^  -  2aifc  +  &,2  _  y^2  _  ^2  _  2r^■)//^M^^ 

wenn  {x  —  ai)^  +  (2/  —  &i)^  =  r^^  die  Gleichung  des  gegebenen 
Kreises  ist.  Man  kann  demnach  zwei  Kreise  konstruieren,  welche 
der  Aufgabe  genügen. 

Beispiel.     x^-{-y^=^'^     a;^  +  «/^  —  8ic  —  9  =  0. 

767.  Nimmt  man  die  Gerade  G^  zur  X-Achse,  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  zum  Koordinatenanfangspunkt,  so  ist 
die  Gleichung  der  Geraden  G^'.y  =  Mx.  Die  Konstanten  in  der 
Gleichung  des  gesuchten  Kreises 

x^  +  y^  -^  Ax  +  By  +  C  =  0 

lassen  sich  finden  durch  die  drei  Relationen 

{Ä-{-BMy  ==  4:0(1  + M^),     A^  =  4.C, 

X,'  +  y^'  +  Äx^  +  By,  +  C  =  0. 

Die  Lösung  liefert  zwei  Kreise, 

Beispiel,     x^  +  y^  —  14:X  —  lOy -\- 49  =  0, 

2,2       146  730       ,    5329 

^'  +  2/'— ^^- 19-2/ +  -49-  =  0. 

768.  Die  Gerade  G^  falle  mit  der  X-Achse  zusammen,  das 
von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  E^  auf  Gj^  gefällte  Lot  mit  der 
F- Achse;  die  Gleichung  von  K^.  sei  demnach  x^  -f  {y  —  \y  =  i\^. 
Zur  Bestimmimg  der  Konstanten  in  der  Gleichung  des  gesuchten 
Kreises  («;  _  a)2  +  (y  -  ly  =  r^ 

dienen  folgende  Gleichungen: 

{x,-ay  +  {y,~l>y==r\     r  =  &, 
(r±r,y=a'-\-{h,-by. 
Vier  Kreise  lassen  sich  bestimmen. 

Beispiel. 
/  69\2  ,    /  338\2       /338\2 

(x-Sy-\-{y-2y=4, 

{x  -15*q=  8-)/3)2+  (2/  -  74  +  40y3)2=  (74  ±  40^3)1 

769.  Die  Mittelpunktskoordinaten  a,  b  und  der  Radius  r  des 
gesuchten  Kreises   lassen  sich  ermitteln  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

(b,-hy-{-a'=^(r±r,y, 
(h,-by+(a,-ay={r±r,y. 
Die  Lösung  wird  im  allgemeinen  vier  Kreise  liefern. 
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770.  Man  findet    die  Mittelpunktskoordinaten   a,   &  und   den 
Radius  r  mittels  der  Gleichungen 

h  cos  9)1  +  a  cos  91  tg  {^~)  =  Pi  tg  (^^^) ; 
also  ergeben  sich  im  ganzen  vier  Kreise. 

771.  Zur  Bestimmung   der  Konstanten  in   der  Gleichung  des 
gesuchten  Kreises 

(x-ay-{-(y-hy=r^ 
benutzt  man  die  Relationen 

r  =  h,  (61  -  hf  4-  «2  ==  (r  ±  ri)2, 
(h,-hy-i-(a,-ay  =  {r±r,y. 
Man  erhält  also  im  ganzen  acht  Kreise. 
Beispiel. 
/  25  +  bVlEy  ,    C  102  +  25  VlöY       /IO2  +  25  VlbV 

(. + '-^y+ (y  - 12  ±  i>^)  -  (12  T  1^61)' 

/  23Y       /  1029\2_ /1029\2 

V^  ~  löj  +  i,^  ~    200  ;   ~  V  200  )  ' 

der  siebente  und  achte  Kreis  fallen  zusammen. 

772.  Die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(a-a,y+(h-\y  =  (r±rj, 

(a-  a,y  +  (h  -\y  =  (r  ±r,y, 

ia-a,y  +  {h-h,y=^{r±r,y 

liefern  die  "Werte  für  die  Mittelpunktskoordinaten  und  den  Radius. 
Die  doppelten  Vorzeichen  gestatten  acht  verschiedene  Kombina- 
tionen. Es  werden  sich  sonach  acht  verschiedene  Kreise  be- 
stimmen lassen,  welche  die  drei  gegebenen  Kreise  berühren. 

Beispiel. 
/          126  +  31/119\2,     /         233  +  91/119^       /- 366  +  45yil9\2 
V =tsf—)  +  l^ 94 ;  =  l Il8 )  ' 

Die  übrigen  vier  Kreise  sind  imaginär. 
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